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14 TABLE DES MATIÈRESL'étude réalisée dans ette thèse s'insrit dans le domaine des mathématiques et dans eluide la biologie. L'enjeu de e travail de reherhe est de répondre à des questions biologiques a-tuelles tout en satisfaisant les ontraintes d'une thèse en mathématique appliquée. Nous tentonsd'apporter dans ette thèse une ré�exion sur quelques problématiques de reherhe dans es deuxdisiplines.L'objetif est de modéliser la dynamique des populations d'un insete ravageur de la vigne,l'Eudémis de la vigne (Lobesia botrana). La biologie et les omportements de et insete sontdepuis longtemps étudiés à l'Institut National de la Reherhe Agronomique (INRA), basé àVillenave d'Ornon, a�n d'élaborer des méthodes de lutte. Le nombre important de donnéesexpérimentales aumulées depuis es années de reherhe sur et insete onstitue un argumentpour apporter nos onnaissanes mathématiques à l'étude de es populations. D'après Caselli etal. (2005), la théorie générale de la dynamique des populations est apparue au XXème sièle aveles travaux de Lotka. En démographie, la dynamique d'une population est l'évolution par unitéde temps et d'espae de la taille de ette population. Le développement de ette population estétroitement lié à l'environnement dans lequel elle évolue. Dans un environnement où la quantitéde ressoure alimentaire n'est pas limitée et où les onditions de vie sont prévisibles, la dynamiquetemporelle de la population, qui est dérite par la ourbe bleue de la �gure 1, évolue vers unseuil �xé par les onditions du milieu. Dans ette situation, la population adopte une stratégied'évolution de type K 'est à dire qu'elle produit peu de desendants et s'investit dans sa surviejusqu'à l'âge de la maturité. La ourbe rouge représente la dynamique d'une population au oursdu temps évoluant dans un environnement �utuant. L'approvisionnement en ressoures vitalesest, dans un milieu �utuant, imprévisible et les risques de mortalité sont élevés. Dans e as,la population suit une stratégie de type r, 'est à dire qu'elle produit beauoup de desendantsdont les hanes de survie jusqu'à la maturité sont faibles (Pianka, 1972).Conernant la population d'Eudémis, la ressoure alimentaire n'est pas un fateur limitant pourle développement de sa population mais la synhronisation entre la ponte des femelles et la ma-turité de la vigne est déterminante pour la survie des henilles. Les variations limatiques etenvironnementales sont des éléments qui perturbent le omportement de ponte des femelles maisaussi la roissane de l'insete. Les populations Eudémis adoptent alors une stratégie qui évolueen fontion des ironstanes. Ave la ollaboration de Denis Thiéry, herheur à l'INRA, onétudie l'in�uene des di�érents omportements de l'insete ainsi que ses hoix de plantes repro-dutries sur la dynamique temporelle des populations de e ravageur, a�n de progresser dansles stratégies de lutte.
Strategie K

Strategie r

Temps

Nombre d’individus

Fig. 1: Exemples de dynamiques temporelles d'une population animale évoluant dansun milieu donné. Pour un environnement onstant, la population adopte une stratégiede type K (ourbe rouge). Pour un environnement �utuant, la population adopte unestratégie de type r (ourbe bleue).
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TABLE DES MATIÈRES 15La dynamique des populations est évaluée selon plusieurs ritères qui sont liés à la struturede ette population, à son e�etif, à ses �utuations ou enore aux auses des modi�ationsd'abondane. Les tehniques utilisées pour déterminer es ritères sont en général expérimen-tales omme par exemple le omptage diret, l'éhantillonnage ou la apture. La modélisationmathématique est un outil permettant de omprendre l'évolution de es populations. C'est unetehnique onsistant à formaliser un système omplexe en une ou plusieurs équations mathé-matiques. L'un des avantages de et outil 'est qu'il permet d'étudier des questions biologiquesparfois di�iles à réaliser expérimentalement, ainsi que d'obtenir des résultats numériques dansun laps de temps plus ourt que elui d'une expériene. Le prinipal défaut d'un modèle mathé-matique est que sa performane, 'est à dire l'exatitude à prédire la dynamique des populations,repose sur l'utilisation d'un ensemble de données expérimentales, permettant sa paramétrisation.Dans ette thèse, on développe un modèle mathématique pour l'étude et la ompréhension de ladynamique des populations de l'Eudémis de la vigne. La première étape onsiste à aratériserles variations numériques et temporelles des populations de e ravageur en fontion d'un nombre�ni de paramètres biologiques. Les hypothèses biologiques que nous aurons formulées seront dansla première partie de la thèse mises en équations. Dans ette même partie, on proposera une ana-lyse mathématique et numérique du modèle appelé Lobesia botrana. Les données expérimentales,obtenues pour la plupart par Denis Thiéry, seront exploitées pour paramétrer les fontions démo-graphiques onstituant le modèle mathématique. Le paramétrage du modèle est réalisé dans latroisième partie de ette thèse et orrespond, ave la modélisation, à la partie mathématique deette thèse. En�n, la dernière phase est dédiée à l'évaluation du modèle 'est à dire que le modèlemathématique paramétré est testé sur des questions biologiques atuelles. Ce travail est présentédans les troisième et quatrième parties. La thèse a été o-�nanée par la Région Aquitaine etl'Institut National de la Reherhe en Informatique et en Automatique (INRIA). Le travail a étéréalisé au sein de l'équipe ANUBIS d'INRIA Sud Ouest et en ollaboration étroite ave l'équiped'entomologie de l'UMR Santé Végétale 1065 (Institut de la Vigne et du Vin) IFR 103 de l'INRAbasé à Villenave d'Ornon. Mes simulations sont réalisées à partir de données fournies par l'UMR1065 ou aquises par Denis Thiéry dans le adre de et aeuil.
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Chapitre 1Caratérisation de la dynamique despopulations de l'Eudémis de la vigne.Les insetes ausant le plus de dégâts sur vignes en Europe sont Eudémis, Lobesia botranaDen. & Shi�., Cohylis, Eupoeilia ambiguella Hübner, Eulia, Argyrotaenia pulhellana Haw.,Pyrale, Sparganothis pilleriana Den. & Shi�. Ce sont des Lépidoptères appartenant à la lassedes Hétéroères. Ces "papillons de nuit" s'insrivent dans la famille des Tortriidae. Comme tousles insetes, es espèes sont poïkilothermes 'est à dire que leur roissane est régulée par latempérature de l'environnement. Elles sont apables de se développer aux dépens de plusieursespèes de plantes (espèes polyphages), et de se reproduire plusieurs fois dans l'année (espèespolyvoltines).L'Eudémis est elui qui a reçu le plus d'attention parmi tous es ravageurs. Il existe de nombreuxouvrages aniens détaillant déjà ses omportements et ses préférenes géographiques. Ce petitpapillon a été déouvert par Shi�ermüller et Denis en Autrihe dans les années 1775. Depuis,on a aumulé d'importants jeux de données expérimentales mais aussi d'artiles sienti�quessur la dynamique de es populations.Ce ravageur est présent sur la plupart des vignobles Européens mais aussi en Afrique du nord,au Prohe Orient, en Asie mineure, ou enore au Cauase. Globalement, e ravageur des vignesse trouve dans des zones haudes et sèhes.

Fig. 1.1: Chenille sur une grappe avant �oraison et henille sur une jeune grappe (photosINRA).

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



18 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.1.1 Les dégâts ausés par l'Eudémis de la vigne.On di�érenie deux sortes de dégâts, eux dits direts et eux dits indirets. Les dégâtsdirets sont ommis par les henilles. La larve de 1ère génération se glisse entre 2 ou 3 boutons�oraux qu'elle réunit ave du �l de soie (Fig 1.1). Elle perfore ensuite les enveloppes �oraleset pénètre dans le bouton. Elle s'introduit parfois dans le pédonule de la grappe et provoquele dessèhement de elui-i. Les henilles des générations ultérieures se développent aux dépensdes grains de raisin. Elles en rassemblent plusieurs à l'aide de �ls de soie puis les mordillent oupénètrent à l'intérieur (Fig 1.1).Les morsures ou perforations des henilles favorisent l'installation du hampignon Botrytis ine-rea, agent de la pourriture grise. Les henilles peuvent propager les spores de Botrytis inerea,mais omme ses déplaements sont limités sur un ep de vigne (Torres-Vila et al., 1997), elles neontaminent que les baies de raisin sur lesquelles elles sont installées. D'autres dégâts peuventsurvenir en �n d'été et avant la vendange. Par exemple, les drosophiles pro�tent des perforationsdes henilles pour pondre à l'intérieur des baies de raisin, e qui provoque la pourriture aide.

Fig. 1.2: Dégâts direts (photos du haut) et indirets (photos du bas) sur raisin. La photoen bas à droite est une illustration de l'installation du hampignon Botrytis inerea surgrappe (photos INRA).Les grains attaqués brunissent à l'endroit lésé et pourrissent (Fig 1.2). La présene de larveset de grains pourris dépréie la qualité du raisin. Les moisissures rendent la vini�ation di�ilee qui oblige parfois à vendanger préoement. Selon leur importane, les dégâts ausés par esravageurs peuvent entraîner des baisses de rendement et de qualité aussi bien pour le raisin detable que pour elui de uve.
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1.2 Desription du yle biologique. 191.2 Desription du yle biologique.Ce paragraphe a pour objetif de préiser quelques généralités importantes pour notre travail.Sauf référene bibliographiques spéi�ques, la desription du yle de l'Eudémis repose sur lessynthèses suivantes : Roehrih et Boller, 1991 ; Thiéry, 2005 et 2008 ; Thiéry et al. 2005, 2006 ;Moreau et al., 2006.Le yle biologique présente quatre stades de développement distints, ou stades de roissane,qui sont l'oeuf, la larve ou "henille", la nymphe ou "hrysalide", l'adulte ou "papillon" (Fig.11.1). Selon la latitude, e yle est répété de deux à quatre fois dans l'année (Roditakis et al.,2001).

Fig. 1.3: Le yle biologique de l'Eudémis est déomposée en 4 stades qui sont l'oeuf,la larve, la hrysalide et le papillon. La durée de e yle est d'environ 1 mois et demiselon le limat et la latitude (Image N. Maher).Le nombre de yles sur une année varie en fontion de la longueur du jour, la photopériode (ElBahi 1990). La durée de la première génération est d'environ deux mois en Aquitaine, elles desgénérations deux et trois durent en moyenne en peu plus d'un mois. On désignera par G1 le yledu printemps, par G2 elui de juillet et par G3 elui du mois d'août. Pendant l'hiver, l'insetereste au stade hrysalide. Cette période est la diapause.
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20 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.

Fig. 1.4: Cyle annuel de l'Eudémis. Les abréviations Gn désignent la génération del'Eudémis dans l'année. La diapause est la période hivernale du développement de l'in-sete (Image INRA - D. Thiéry).La durée de développement est le temps néessaire pour devenir un adulte. Le développementde l'insete est terminé dès l'émergene du papillon. On peut parler de durée de développementpour un stade. Dans e as, on mesure, en général en jours, le temps néessaire pour aomplire stade. La somme des temps de développement de haque stade donne le durée de roissanede l'insete.1.2.1 Le papillon.L'adulte mesure environ 6 mm de long et possède une envergure de 18 à 20 mm. Les ailesantérieures sont gris perle, parsemées de petites zones brun rougeâtre. Les ailes postérieuresgrisâtres, ave une zone marginale plus fonée, sont bordées de soies grises.

Fig. 1.5: Papillon sur vigne (photo INRA).
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1.2 Desription du yle biologique. 21L'émergene.C'est la sortie du papillon de sa hrysalide. Elle est initiée dès que le oon a reçu une quan-tité d'énergie thermique su�sante (Roehrih et al., 1989). L'émergene a lieu au début de laphotophase 'est à dire durant les 5 premières heures et plus généralement le matin (Thiéry,ommuniation personnelle).Le vol de première génération débute vers la mi-avril dans le sud ouest et un peu plus tard enBourgogne et en Alsae. Le deuxième vol a lieu �n juin-ourant juillet en Aquitaine et le troisièmevol se produit entre la mi-août et la �n septembre. La �gure 1.6 illustre la période de vol desdi�érentes générations d'Eudémis dans un vignoble de la ommune de Gailla (département duTarn). Ces ourbes sont le résultat, en pourentage, de données de pièges sexuels sur 3 annéesonséutives : 2002, 2003 et 2004. D'une année sur l'autre le pi d'émergene et la durée du volvarient à haque génération.

Fig. 1.6: Captures au piège sexuel d'Eudémis de la vigne en vignoble de Gailla durant3 années onséutives (2002, 2003, 2004). Ces ourbes montrent les di�érenes entre lesdates de pis de apture et le nombre de papillons piégés surtout (Données B. Bourgouinet B. Herlemont).La dynamique d'émergene de la G1 dure entre 4 à 6 semaines à partir du mois d'avril dans lesud ouest. Cet étalement dépend de la durée du stade hrysalide pendant la phase hivernale quiest a�etée par la température et la photopériode (Roditakis et al. 2001). L'initialisation et ladurée du deuxième vol sont onditionnées par la dynamique des individus de première génération(El Bahi, 1990). Les onditions limatiques mais aussi la qualité du épage font varier la duréedes dynamiques d'émergene (Moreau et al., 2006). Par exemple, la dynamique de vol d'adultesalimentés en hardonnay est plus étalée dans le temps et ommene plus t�t que elle d'individusnourris en pinot noir (Fig. 1.7).
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22 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.

Fig. 1.7: Dynamiques temporelles d'émergene des mâles (bleu) et des femelles (rose)à partir d'oeufs pondus à une même date sur deux épages (pinot noir en haut et har-donnay en bas). Données D. Thiéry non publiées.Des di�érenes sur les dates d'émergene existent entre le mâle et la femelle. La "protandrie",ou "proterandrie" est globalement de 2 jours mais peut varier de quelques jours en fontion duépage sur lequel l'insete se développe (Thiéry et al. , 2006). Par exemple, ette di�érene estd'un jour sur pinot noir et de 3 jours sur Chardonnay (Fig. 1.7).Alimentation et durée de vie.La durée de vie moyenne des femelles sauvages est de 10 jours (Touzeau, 1979). D'après lesrésultats de Torres-Vila (1999) les mâles ont une longévité de quelques jours plus longue queelle des femelles. Pour les deux sexes, la longévité varie en fontion de la température et del'alimentation de la henille. L'été, la durée de vie peut être raourie de presque 4 jours selonles données de Chavent (1983). Le stade phénologique a�ete la longévité des adultes (Torres-Vilaet al., 1999). La vie des adultes est allongée de 5 jours pour les femelles et de 8 jours pour lesmâles sur une vigne au stade grappe mûre que sur une vigne au stade in�oresene. Les femellesen buvant de l'eau augmentent leur durée de vie de 15 à 20% (Thiéry, 2005). On pense quel'allongement de la vie des femelles va favoriser les déplaements et la dispersion des pontes.L'aouplement.Dès leur émergene, les Eudémis sont prêts à s'aoupler. Cette ativité a lieu au répusule eten début de nuit, mais peut être avanée en as d'obsurité ou d'orage (Hurtrel et Thiéry, 1999).Les femelles attirent les mâles en émettant une phéromone sexuelle (Thiéry, 2005). Elles peuvents'aoupler plusieurs fois ave des mâles di�érents mais deviennent moins attirantes pour lesmâles omparé aux femelles vierges (Shmitz, 1992). Un mâle peut s'aoupler ave 8 femelles(Torres-Vila, 1999). Un seul aouplement su�t à fertiliser la grande majorité des ovoytes d'unefemelle. Moreau et al. (2006) mesurent au laboratoire un taux d'aouplement variant de 68% à84% en fontion de la nourriture qu'a reçu la larve.
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1.2 Desription du yle biologique. 23
Fig. 1.8: Aouplement d'adultes Cohylis (D. Thiéry). Les Eudémis adoptent la mêmeposture.La ponte.Elle ommene le lendemain de l'aouplement si les onditions limatiques le permettent (Maher,2002). La préoviposition, la période entre l'aouplement et la première ponte, varie en fontiondu épage sur lequel l'individu a grandi. La féondité moyenne d'une femelle sauvage est d'environent oeufs qu'elle pond sur une semaine. La quantité d'oeufs et l'étalement de la ponte sontvariables ave le épage (Thiéry et Moreau, 2005 ; Moreau et al. 2006) et le stade phénologiquede la plante (Torres-Vila et al, 1999). Le taux de féondité est positivement orrélé ave le poidsdes femelles (Torres-Vila et al., 1999). Les aouplements suessifs allongent la période de ponte.Les femelles non aouplées ne pondent pas.Les femelles Eudémis déposent leurs oeufs, un à un, sur les organes frutifères ou les baies deraisin. En as d'émergene préoe au printemps, la femelle peut être amenée à pondre sur dessurfaes lisses omme les piquets ou les bois des oursons. Le risque alors pour la desendaneest de ne pas trouver de nourriture pour s'alimenter. La femelle reherhe le meilleur site pour ledéveloppement de sa desendane (Maher, 2002). Le goût de la utiule végétale guide le hoix dulieu de ponte (Maher et Thiéry, 2004 ; Maher et al. 2006). Après haque dép�t d'oeuf, la femelles'envole mais il arrive qu'elle marhe entre deux ates de ponte. Ce omportement de pontepartiipe ainsi à la dispersion des oeufs. La femelle Eudémis reherhe des zones plut�t sèhes ethaudes. Elle ne pond pas sur les surfaes mouillées. L'orage ou une faible luminosité avanentl'heure de sa ponte. Ce déalage de quelques heures n'a pas de onséquenes importantes surla dynamique des populations mais peut en avoir si e temps se répète sur plusieurs jours. Laompaité de la grappe, mais aussi l'exposition de la vigne (Zahavi et al., 2003) in�uenent leomportement de ponte de la femelle.Une trentaine de plantes peuvent être des h�tes de l'Eudémis (Thiéry, 2008). Ce sont des plantesqui permettent à la fois la ponte de la femelle et l'alimentation de la henille. Ces plantes sontpar exemple la vigne, le garou (Daphne gnidium), plante sauvage très ommune du Midi de laFrane, le lierre, le troène, le assissier, le groseillier.Seuil thermique.En dessous d'une température limite, le seuil thermique, le papillon peut s'arrêter de voler. Paronséquent, la renontre des adultes n'a pas lieu et les femelles déjà aouplées bloquent leurponte. L'entomologiste Allemand Götz (1941) a dérit un seuil thermique de vol au moins égalà 14�C ave un maximum à 31�C. Le herheur R. Roehrih attahait des femelles vierges envignoble et les retrouvait aouplées le matin alors qu'il faisait moins de 12�C le soir. L'ativitérépusulaire des adultes est maintenue pour une température voisine de 12�C (ité dans Thiéry2008).
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24 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.

Fig. 1.9: Plantes h�tes de l'Eudémis. Certaines espèes parfois mentionnées ne sontpas reprises ii (afeier, tanaisie, pomme de terre, pommier, lierre). T indique unetoxiité d'une des partie de la plante (soures : J. Bruneton ; Pharmaognosie 1999) et"Poisonous plant data base" US Food and Drug Administration). D'après Thiéry 2005.
1.2.2 L'oeuf.Il est de forme lentiulaire, d'un diamètre de 0.6 à 0.8 mm, et de ouleur beige à re�ets irisés.La taille de l'oeuf varie en fontion du épage ou de la plante sur lesquels s'est nourrie la larveEudémis. Il est enrobé d'un muus de omposition omplexe, produit par la femelle. Ce muussert de proteteur ontre le dessèhement.L'oeuf se développe au ours de plusieurs phases larvaires qui sont "oeuf blan", "oeuf jaune"et en�n "tête noire" environ 2 jours avant l'élosion. Cette dernière est appelée ainsi ar, avantl'élosion, on ommene à visualiser la apsule éphalique de la larve. Ce stade est intéressantar 'est elui auquel on se réfère souvent pour positionner les traitements insetiides ontrel'Eudémis.
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1.2 Desription du yle biologique. 25

Fig. 1.10: Les photos du haut représentent le stade "oeuf jaune" (à gauhe) et "têtenoire" (à droite) du développement de l'oeuf. Les images du bas sont un shéma del'embryon au stade "tête noire" et un oeuf pondu sur une jeune grappe de raisin (photosINRA).Fertilité des oeufs et durée de développement.Les résultats expérimentaux d'Auroy (2006), montrent que le fateur hygrométrique a peu d'in-�uene sur la mortalité des oeufs pour des températures omprises entre 22 et 28�C. Torres-Vilaet al. (1999) mesurent un taux de fertilité de l'ordre de 90% pour des oeufs pondus sur de lavigne prise au stade in�oresene, au stade grappe verte ou au stade grappe mûre. Il ajouteque le nombre d'oeufs viables est positivement relié au poids de la femelle. Oustry soumet despopulations oeufs à des oups de froids d'intensité variante (de 1 à 7h), puis les expose dans unehambre limatisée à une température de 22�C et une humidité de 65%. Il obtient le plus forttaux de survie qui est d'environ 22% pour des onditions de -8�C pendant 7h.La durée de développement est de 6 à 9 jours pour la 1ère génération et de 4 à 6 jours pour lesgénérations suivantes, la température étant plus élevée. Les di�érenes de roissane dans uneohorte peuvent atteindre jusqu'à 4 jours selon les onditions limatiques (Auroy, 2006).1.2.3 La Larve.Sa tête est protégée d'une arapae très dure. C'est grâe à la taille de ette dernière que l'onpeut déterminer l'âge de la larve. Elle possède des mandibules qui servent à iniser les baiesde raisins. La henille est très agile et se déplae rapidement. Elle est photosensible et don atendane à fuir la lumière.Le développement de la larve se déompose en inq stades dont haque transition est aratériséepar une mue (elle hange de "peau" et de tête). Ces stades sont appelés L1, L2 jusqu'à L5. Lalarve mesure au maximum 8 à 9 mm, elle passe d'une ouleur vert jaune à vert gris, la tête etplaque thoraique sont jaunes bruns.
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26 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.

Fig. 1.11: Capsule éphalique d'une henille Eudémis dont la largeur permet de préiserl'âge de l'insete au stade larve (D. Piart).Durée de développement.Le développement larvaire dure en moyenne 5 semaines pour les femelles et quelques jours demoins pour les mâles. En fontion du type d'aliment dont la henille s'est nourrie, le temps dedéveloppement peut être raouri d'une semaine environ (Moreau et al. 2006 ; Thiéry et Moreau2005). Autant sur vigne que sur une autre plante h�te, le stade L5 est le plus long alors que lestade L3 est le plus ourt. Savopopoulou-Soultani et al. (1998) ont remarqué que des baies deraisin botrytisées faisaient varier la durée de développement des henilles omparé à des baiesnon botrytisées. La température a�ete aussi la roissane de la henille qui peut durer jusqu'à10 semaines par exemple pour une température onstante de 18�C (Brière, 1998). Ces onditionspeuvent survenir au printemps et ainsi déaler le vol de première génération. A l'inverse, destempératures haudes vont avaner la sortie des adultes. La dynamique d'émergene, ommeelles présentées sur la �gure 1.5, permet de mesurer les di�érenes de roissane entre individusnés le même jour. En fontion de l'alimentation de la henille, l'éart entre le premier et le dernierpapillon à émerger varie (données non publiées de Moreau et Thiéry). Il est, par exemple, de 26jours et de 19 jours pour respetivement les mâles et les femelles sur pinot noir.Les fateurs de mortalité des larves.A l'élosion, la henille perfore ave sa tête le sommet de l'oeuf puis sort de elui-i. Les premièresheures qui suivent sont appelées le stade "baladeur". Pendant e laps de temps, la L1 doit rapi-dement pénétrer dans le tissu végétal pour ne pas diminuer ses hanes de survie. Un limat seet haud le jour des élosions est fatal pour la population Eudémis. L'arhiteture de la grappe,en partiulier lorsqu'elle ommene à se fermer, est un fateur pouvant expliquer la di�érenedes taux de mortalité entre les épages (Gabel et Roehrih, 1995). Les grappes lâhes rendentl'installation des henilles di�ile ar elles-i ne les protègent pas assez ontre les prédateurs. Laompaité de la grappe o�re une meilleure ahette à la henille de deuxième génération, maisaussi une meilleure protetion ontre des températures parfois extrêmes et la déshydratation.Les travaux de Gabel, Roehrih (1995) puis de Fermaud (1998) montrent que le taux de survieest plus faible sur merlot, abernet sauvignon ou enore sauvignon en omparaison à d'autresépages.Torres-Vila et al. (1997) étudient le déplaement des henilles lorsqu'elles sont mises en onditionde première génération. La distane moyenne reouverte par une larve est d'environ 10 à 30 mave un maximum de 45m. La distane maximale étant orrélée ave la densité d'individusprésents sur les boutons �oraux.

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



1.3 Prévision de la dynamique des populations. 271.2.4 La hrysalide.Ce stade est aratérisé par la formation d'un oon dans lequel la larve se transforme enun papillon. Il existe deux types de oon, elui du printemps-été et elui d'hiver. La duréede e stade est d'environ une semaine pendant les saisons printanière et estivale et s'étale surenviron six mois pendant l'hiver. Le poids des oons varie selon la nourriture des henilles.Les hrysalides se trouvent à l'intérieur de la grappe, dans les replis des feuilles sèhes, sous leséores ou les liens de paille ainsi que dans les �ssures des piquets ou sous les mottes de terre.
Fig. 1.12: Chrysalide ahé sous l'éore du ep de vigne (photo Inra).La diapause.C'est la période "d'hibernation" de l'insete. La hrysalide passe l'hiver dans son oon et réap-paraît en papillon au début du printemps. Cette phase représente un arrêt provisoire du dévelop-pement de l'Eudémis. La diapause est induite par la rédution de la longueur du jour en �n d'été(Roehrih, 1969). La durée de e stade dépend de la photopériode et de la température (Rodi-takis et al., 2001 ; Roehrih, 1969). Pour une photophase de 16h, El Bahi (1990) propose unerelation mathématique pour dérire la vitesse de développement du stade diapause en fontionde la température. Cette fontion est proportionnelle à la vitesse de développement des nymphesde la première génération. D'après Torres-Vila et al. (1996), les femelles e�etuant une diapauseont une longévité et une féondité élevées, ependant la fertilité des oeufs est faible. Lorsque ladurée d'élairement est supérieure ou égale à 16h, la diapause est inhibée (Roditakis et al., 2001)et la population Eudémis peut e�etuer 8 à 10 générations sur une année sous es onditions(Thiéry, 2005). Roditakis et al. ont aussi montré que la moitié de la population n'e�etue pasde diapause lorsque le temps d'élairement est inférieur à 6h et que la température est de 25�Constante. En onditions naturelles, il arrive d'observer des henilles sur des grappes non ven-dangées dans le bordelais en automne (Thiéry, 2005). Les henilles non hrysalidées subissent lefroid et l'humidité, elles ont de fortes hanes de sortir a�aiblies de la saison d'hiver.1.3 Prévision de la dynamique des populations.La lutte ontre l'Eudémis passe par une bonne ompréhension du yle de l'insete mais aussipar l'utilisation d'outils de prévision. Il existe 4 méthodes qui sont les pièges alimentaires (Fig.1.14), les pièges sexuels (Fig. 1.13), les omptages et la modélisation mathématique. Le piègesexuel nous informe sur la dynamique d'émergene des mâles alors que le piège alimentaire estdestiné à prédire la dynamique de ponte. Les deux dernières méthodes permettent de quanti�eret de dérire en stades la population Eudémis présente dans la parelle de vignes. Elles sont lesplus �ables pour antiiper la dynamique des populations et ainsi adapter le positionnement dansle temps des méthodes de lutte.
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28 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.

Fig. 1.13: Piège sexuel. Ce piège ontient une apsule di�usant la phéromone sexuellesynthétisée de la femelle. Les mâles attirés par ette odeur viennent se oller à uneplaque engluée (photo Inra).Le prinipe de fontionnement du piège sexuel est d'attirer les mâles à partir de la phéromonesexuelle émise par la femelle. Une apsule renfermant la phéromone de synthèse est plaée auentre d'une plaque horizontale tapissée de glu (Fig. 10.4). Les mâles attirés par la phéromoneviennent alors se oller sur la plaque et meurent. Les pièges alimentaires sont au ontraire uti-lisés pour attirer les femelles. Le prinipe est de plaer un liquide appréié par la femelle dansun ontenant. Celle-i attirée par l'odeur dégagée du produit va venir se noyer dans le piège.Le omptage des adultes apturés doit être fait fréquemment a�n d'avoir une idée orrete dela dynamique d'un vol. Une exposition au vent, à la pluie ou bien le froid rendent les piègesine�aes. La mise en plae dans la parelle des pièges sexuels ou alimentaires pour la détetiondu premier vol de l'année est �xée à un seuil thermique expérimental de 555 degrés jours dans leBordelais (Roehrih, 1989). Cette somme thermique est le umul de la moyenne des températuresmaximales et minimales journalières au dessus de 0�C depuis le 1er février.

Fig. 1.14: Pièges alimentaires. Les femelles sont attirées par l'odeur du liquide et senoient dedans (photos Inra).Les omptages s'e�etuent sur les oeufs et les henilles. Cette méthode onsiste à prélever unéhantillon au hasard dans la parelle et à ompter les oeufs ou les larves présentes. Le pouren-tage obtenu est omparé aux valeurs établies en fontion des régions, de la destination du raisin(uve ou table) et la méthode de ulture du vitiulteur (Thiéry, 2005) pour l'appliation d'untraitement phytosanitaire. Cette méthode est e�ae mais est di�ile et fastidieuse à mettre en
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1.4 Les moyens de lutte. 29plae.Trois modèles mathématiques ont été développés depuis les années 1900 qui sont le modèle EVA,le modèle Brière et elui de l'institut tehnique ACTA. Le fontionnement et les hypothèsesbiologiques modélisées sont détaillés dans le hapitre suivant.1.4 Les moyens de lutte.Les produits utilisés aujourd'hui par les vitiulteurs sont des insetiides et des produitsdérivant de la biotehnologie (la onfusion sexuelle et la toxine de BT). Mais d'autres tehniquessont étudiées par les biologistes omme par exemple la lutte biologique qui onsiste à utiliser desinsetes auxiliaires pour maintenir le niveau des populations du ravageur (Thiéry, 2005 ; Santenaet Thiéry, 2008).1.4.1 Les produits phytosanitaires.Ils sont utilisés pour une lutte préventive ou urative. En première génération, et selon leniveau de la population (Thiéry, 2005) une lutte urative peut être envisagée. A�n de faire huterbrutalement la taille de la population, des insetiides neurotoxiques sont appliqués pour tuerles henilles. Ces produits ont une e�aité optimale lorsqu'ils sont répandu dans le vignoble audébut de la dynamique de ponte. La lutte préventive est préonisée en 2ème et 3ème génération,en Aquitaine, a�n de limiter toutes blessures favorables à l'installation du Botrytis inerea. Lesproduits utilisés dans e as sont des oviides ou des larviides, e sont prinipalement desrégulateurs de roissane analogues des hormones de mue. Les premiers sont destinés à tuerles oeufs, et doivent être positionnés au moment de la ponte alors que les seonds iblent leslarves et sont appliqués au stade "tête noire". La réussite du traitement dépend du hoix dela date d'intervention mais aussi de la qualité du traitement (Darrieu, 1982). Par onséquent,l'estimation de la fenêtre d'appliation de es produits est très importante pour les vitiulteurs.1.4.2 La onfusion sexuelle.Le prinipe est basé sur l'utilisation de la phéromone sexuelle de synthèse émise par les fe-melles Eudémis. Cette méthode onsiste à saturer l'environnement des insetes en phéromonesexuelle a�n de désorienter un des deux partenaires, en l'ourrene le mâle. Ainsi, le nombred'aouplement des adultes est réduit et par onséquent le nombre de henilles aussi. Des di�u-seurs (Fig 1.15) sont plaés dans la parelle de vignes à la dose de 500 di�useurs par hetare.Ces di�useurs renferment une dose de 1.5 ml de phéromone formulée à 70-80% et sont utilisésdurant 2 voir 3 générations de l'insete. La onfusion sexuelle est e�ae lorsqu'elle est pratiquéesur des grandes surfaes et d'une manière olletive. Aujourd'hui, ette tehnique est pratiquéesur environ 1.4% de la surfae vitiole française (Thiéry, 2005). La raison pour laquelle et outiln'est pas majoritairement utilisé par les vitiulteurs est son prix, 0.4 euros TTC. Des reherhessont en ours pour améliorer la méthode de di�usion de la phéromone et ainsi diminuer son prix(Thiéry, 2005).1.4.3 Baillus thuringiensis (BT).C'est une toxine qui tue 24 à 48h après ingestion de elle-i les henilles. Les produits àbase de BT ont une durée d'ation de 10 à 12 jours (ITV, ommuniation 2003) et doivent êtreappliqués au stade "tête noire", juste avant le ommenement de l'ativité alimentaire de lahenille. La fenêtre d'appliation est très ourte sahant que e stade dure 2 à 3 jours environ.
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30 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.
Fig. 1.15: Di�useur RAK2 (Luisa Mattedi).Cette méthode de lutte est très dépendante des outils de prévisions. Le oût d'une lutte à l'aidede toxine BT se situe dans une fourhette de 22 à 28 euros HT par hetare. On trouvera desdétails sur le mode de fontionnement de la toxine dans le livre de Thiéry et al. (2008).

Fig. 1.16: Méanisme de toxiité de la toxine BT.1.4.4 La lutte biologique.Il existe de nombreux insetes, aariens, prédateurs ou parasites qui attaquent les populationsd'Eudémis. Ces prédateurs sont déjà présents naturellement mais on peut favoriser leur implan-tation par deux méthodes di�érentes : la lutte par onservation ou la lutte par augmentation.La première onsiste à aider les auxiliaires présents à se développer en pratiquant l'enherbementou en plantant des haies à proximité de la vigne. Mais ette méthode ne permet pas de gérerparfaitement les populations d'Eudémis, ou du moins de faire baisser la population du ravageursu�samment vite en as de forte attaque. C'est pourquoi on a reours à l'appliation de ladeuxième méthode : l'augmentation en parasitoïdes. Les herheurs de l'INRA étudient atuel-lement la biologie et le omportement de trois guêpes qui parasitent les henilles, le Campoplexapitator (Hymenoptera : ampopleginae), Dibrahys a�nis et Dibrahys avus (Hymenoptera :pteromalidae).1.5 Nos hypothèses biologiques.On formule dans e paragraphe les hypothèses biologiques qui nous semblent pertinentes pourl'étude et la ompréhension de la dynamique des populations de notre ravageur. Les variableshoisies sont qualitatives et quantitatives 'est à dire qu'elles dérivent les variations numériquesau ours du temps de es populations en fontion de sa biologie. Les données expérimentales etles méthodes de lutte développées ontre et insete nous guident dans e hoix.
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1.5 Nos hypothèses biologiques. 31
Fig. 1.17: Dibrahys avus, parasitoïde généraliste qui pond dans les larves Eudémisjuste avant qu'elles se nymphosent (Rudolf Abraham).Struturation de la population.On hoisit de struturer la population Eudémis selon les stades oeuf, larve, hrysalide, papillonmâle et papillon femelle. Ce hoix est prinipalement guidé par la possibilité d'exploiter les don-nées expérimentales pour la onstrution du modèle mathématique. Ces données orrespondentaux dynamiques temporelles de la ponte des oeufs, d'élosion des henilles L1 et d'émergenedes adultes mâles et femelles. Ces mesurent informent sur la répartition en nombre d'individuset par unité de temps des populations oeuf, larve, et papillon et permettent de aluler le tempsde développement des stades de roissane et la durée de vie des adultes. Plus rarement, la dy-namique temporelle de début de nymphose est mesurée sur le terrain en observant les oons desoie et permet de déterminer le temps de développement du stade larve. D'autres traits de viesont mesurés au laboratoire et en onditions naturelles sur les oeufs, les larves, les hrysalideset les adultes omme par exemple le poids, la taille ou le taux de mortalité. Le stade hrysalideest pris en ompte pour modéliser la période hivernale, la diapause. Dans le but de omprendreles données des pièges sexuels et alimentaires mais aussi de modéliser le suès reproduteur desadultes, on déompose le stade papillon en femelle et mâle.Les fateurs expliquant les variations temporelles et numériques.Les di�érenes de roissane mesurées sur des ohortes Eudémis soumises à des onditions lima-tiques onstantes nous semblent un ritère important pour la aratérisation de la dynamique despopulations de et insete. Le fateur génétique est à l'origine de es variations de développement.L'intérêt pour ette population Eudémis de se répartir dans le temps est par exemple de pouvoirse synhroniser ave la vigne au moment de la �oraison, d'éhapper à la période des vendangesou aux fateurs de risques tels que les prédateurs ou les parasites. Les fateurs limatiques etalimentaires a�etent aussi le développement de l'insete. Généralement, seule la température estretenue par les biologistes pour modéliser la roissane de la population. Pourtant, l'alimentationdes henilles et elle des adultes modi�ent le développement et la reprodution de l'Eudémis. Onhoisit de modéliser le fateur génétique, alimentaire et thermique pour omprendre les varia-tions temporelles de la dynamique des populations du ravageur. Ces même fateurs sont utiliséspour expliquer les variations numériques des populations d'Eudémis. Par exemple, la féonditédes femelles est variable en fontion de la saison, du épage et de l'individu. L'humidité estaussi un fateur important de mortalité. On pense qu'un air se sur les larves L1 pendant lestade baladeur ou durant le développement des oeufs diminue fortement le nombre d'Eudémis.Ces onditions thermiques peuvent avoir lieu en deuxième et troisième génération d'Eudémis(par exemple : aniule 2003, en Frane) de l'année. La pluie dissuade la femelle de pondre ouperturbe la renontre des deux sexes. Ce fateur a indiretement un impat sur la féondité desfemelles et peut expliquer loalement la baisse d'individus observée sur des données de terrain.En�n, les prédateurs et parasites de l'insete sont aussi onsidérés pour aratériser les variations
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32 Caratérisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.numériques de la dynamique des populations.
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Chapitre 2Les modèles mathématiques endynamique des populations d'insetes.On s'intéressera ii aux modèles existants pour la modélisation de la dynamique des popu-lations d'Eudémis mais aussi eux utilisés pour l'étude de populations d'insetes. Après un brefrappel des premiers modèles développés dans e domaine, on détaille essentiellement les modèlesstruturés. Ces derniers sont adaptés pour étudier des populations struturées omme elles del'Eudémis ar elles sont struturées en fontion des stades de développement. On donne la stru-ture mathématique de es modèles et les hypothèses biologiques modélisées. Notre disussion estonstruite en fontion des paramètres hoisis pour modéliser la dynamique des populations del'Eudémis de la vigne.2.1 Les premiers modèlesLe plus onnu est elui de Malthus (1798) dont l'expression mathématique est donnée par
N

′

(t) = rN(t).Ce modèle raisonne en nombre d'individus et alule l'évolution quantitative de la population Nave le taux d'aroissement r. Ce dernier est exprimé en fontion des taux moyens de natalitéet de mortalité. Si r est positif alors les naissanes sont plus importantes que les déès et lapopulation roît alors que si r est négatif, on a moins de naissanes que de déès et la popula-tion déroît. Ce modèle est dérit de manière ontinue en temps t et appartient à la famille deséquations di�érentielles ordinaires (EDO). Il est surtout utilisé pour l'étude démographique despopulations humaines (Malthus, 1798).Verhulst (1838) va faire évoluer le modèle de Malthus en introduisant une dépendane par rapportà la densité d'individus présents à haque instant. Pour ela, il introduit une onstante K quireprésente la apaité maximale du milieu à ontenir une population,
N

′

(t) = aN(t)

(

1−
N(t)

K

)

.où a est une onstante positive. A e seuil K, le milieu ontient assez de ressoures pour maintenirla population. Au delà de e seuil, la population diminue. L'intérêt d'ajouter K est que la solu-tion de l'équation sera bornée alors que elle i augmente exponentiellement dans le modèle deMalthus. Le modèle de Verhulst est appelée l'équation logistique. Un exemple d'appliation de e
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34 Les modèles mathématiques en dynamique des populations d'insetes.modèle est présenté sur l'artile d'Adams et al. (2005). Il reproduit des données expérimentalesobtenues sur la dynamique des populations du pueron du brooli en fontion de la méthode deulture et des traitements insetiides.Bien que es modèles soient failes à étudier mathématiquement, ils ne tiennent pas ompte dela vitesse de développement de la population. Notre objetif étant de modéliser la roissane desindividus onstituant une population, on s'intéresse alors à une lasse de modèles : les modèlesstruturés.2.2 Les modèles struturés.La reherhe sur le développement de modèles mathématiques pour l'étude des populationsstruturées a ommené au XXième sièle ave les travaux de Leslie (1945) ou de Kermak etMkendrik (1927). La majorité des travaux publiés traite de populations struturées par rap-port aux aratères physiologiques omme l'âge, la taille ou le poids mais d'autres étudient ettepopulation par rapport au aratère soial, éonomique ou épidémiologique. Par exemple, le mo-dèle de Kendall (1949) dissoie les individus élibataires de eux en ouple. Il se présente sous laforme d'un système d'EDO dont l'analyse mathématique est proposée par Hadeler et al. (1988).Ce modèle a été amélioré par Hoppensteadt (1975) en ajoutant une struturation en âge.Pour notre étude, on s'intéresse plus partiulièrement aux modèles dont la struturation de lapopulation est en rapport ave la physiologie de la population. Autrement dit, on étudie la popu-lation globale par rapport à l'âge, la taille ou enore le poids des individus. Pour haun des as,des modèles ont été développés. On peut iter par exemple le modèle Von Foerster-Mkendrik(1959) pour l'étude d'une population struturée en âge, le modèle de Sinko et Streifer (1967)lorsque la variable âge et la taille lassi�ent la population, ou enore le modèle Gurtin et Ma-Camy (1974) qui prend en ompte la variable âge mais aussi une dépendane par rapport à ladensité de population.On a hoisi de struturer la population Eudémis par rapport aux di�érents stades de développe-ment omposant le yle de l'insete. On s'oriente alors vers les modèles dont la variable âge estprise en ompte pour dérire le vieillissement de la population. Il y a deux onepts de l'âge, eluiqu'on appelle hronologique et qui se rapporte à l'éhelle du alendrier, et elui qu'on nommephysiologique et qui dépend du vieillissement du orps. L'emploi de l'âge hronologique est justi-�é dès que les e�ets de fateurs extérieurs omme la température ou l'alimentation sont négligés.Si es fateurs sont pris en ompte dans la modélisation, le onept d'âge physiologique doit êtreonsidéré. On présente i-dessous les modèles struturés raisonnant sur le prinipe d'âge hro-nologique et eux fontionnant sur elui d'âge physiologique. On verra qu'à quelques variablesmathématiques près, la struture de es modèles est équivalente.2.2.1 Les modèles déterministes en âge hronologique.On dé�nit la variable âge par a. On ne parle plus d'un nombre d'individus mais d'une densitéd'individus appartenant à une lasse d'âge a et à un instant t. Soit n(t, a) la densité d'individusau temps t et à l'âge a. Pour revenir à une notion en nombre d'individus, on fait la somme dela densité d'individus sur l'intervalle d'âge souhaité, soit n(t, a)∆a où ∆a est la di�érene d'âgeentre 2 lasses suessives.Les modèles de e paragraphe sont présentés par rapport à la valeur ontinue ou pas des variablestemps et âge. Ainsi le modèle Von Förster-MKendrik est dérit en temps et en âge ontinus,
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2.2 Les modèles struturés. 35le modèle de Leslie est lui en temps et en âge disret alors que le dernier est seulement ontinuen la variable temps.Le modèle Von Förster-MKendrik (1959).C'est une équation hyperbolique qui s'érit










∂
∂tn(t, a) + ∂

∂an(t, a) = −µ(t, a)n(t, a), a ∈ [0, L],

n(t, 0) =
∫ L
0 β(t, a)n(t, a)da,

n(0, a) = n0(a),où µ(t, a) est le taux de mortalité moyen, β(t, a) est le taux de féondité moyen et L est l'âgemaximal de vie. Ce modèle est généralement utilisé pour dérire une population non struturéephysiologiquement (sexe, stade de développement) mais struturée en fontion de l'âge des in-dividus. Un exemple d'appliation est présenté par Satake (2006) sur une population d'insetesravageurs du thé. Ce modèle ne prend pas en ompte les stades de roissane onstituant le ylebiologique d'un insete.Le modèle de Von Förster-MKendrik admet une unique solution qui est donnée par
n(t, a) =

{

n0(a− t)e
−

R a

a−t
µ(s)ds, a ≤ t,

n(t− a, 0)e−
R a

0
µ(s)ds, a ≥ t,On l'obtient à partir d'une méthode des aratéristiques (Calsina et al., 1995). La fontionexponentielle Π(a) = e−

R a

0
µ(s)ds orrespond à la probabilité de survie à l'âge a. La solution del'équation est ontinue en âge si le système véri�e les onditions de ompatibilité suivantes

n(t = 0, 0) =

∫ ∞

0
β(0, a)n0(a)da = n0(0) = n(0, a = 0).Lorsque le temps t est plus petit ou égal à l'âge maximal de vie L, la population est onstituéed'individus présents initialement n0 et d'individus nouveaux qui ont été féondés entre l'instantinitial et t. Dès que le temps est plus grand que L, alors la population est maintenue non nullegrâe aux nouvelles naissanes. Le nombre d'individus augmente dès que le taux de féondité estplus grand que le taux de mortalité et diminue dans le as ontraire. Webb (1985) donne unebrève disussion sur la théorie du omportement asymptotique pour les modèles en âge linéairesomme elui de Von Förster-MKendrik. Il dé�nit une solution d'équilibre de e modèle ommeune solution indépendante du temps n(t, a) = φ(a) ou omme le produit de deux fontionsdépendants séparément des variables de n : n(t, a) = eλtφ(a) où λ est une onstante positiveappelée le taux de roissane de la population.Le modèle de LeslieLa solution disrète de l'équation de Von Förster-MKendrik est

{

ni+1(t+ ∆t) = ni(t)(1− µ(t, ai)∆a) = ni(t)si(t), i = 1, ...,m,

n0(t+ ∆t) =
∑m

i=0 β(t, ai)ni(t)∆a,où ∆t
∆a = 1 et ∆t est le pas de disrétisation en temps. La fontion ni(t) est l'approximation de

n(t, ai) où ai+1 = ai + ∆a pour i = 0, ..m, ave a0 = 0. La onstante m est le nombre de lasses
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36 Les modèles mathématiques en dynamique des populations d'insetes.d'âge obtenues en subdivisant le domaine en âge [0, L]. De l'équation du dessus, on déduit lemodèle de Leslie :
n(t+ ∆t) = F (t)n(t) où n(t) = [n0(t), ..., nm(t)]Tet F est la matrie donnée par

F (t) =

















β0(t) β1(t) . . . βm(t)
s0(t) 0 0

0 s1(t)
. . . ...... . . . . . . ...

0 . . . sm−1(t) 0















Ii, les nouveaux nés sont générés par les individus de toutes les lasses d'âge (si βi 6= 0, pour i =
1,m). Chaque lasse d'âge, ou ohorte, est dérite par une équation aux di�érenes �nies. Ainsi,le modèle de Leslie donne l'évolution au ours du temps de haque ohorte 'est-à-dire la taillede la population ainsi que la répartition en âge. En général, es lasses d'âge orrespondent auxdi�érentes étapes de la vie d'un individu (jeune, adulte) mais peuvent aussi dérire la roissaned'un individu pour un stade de développement. Par exemple, Söndgerath et al. (1996) utilisentle modèle de Leslie pour dérire séparément les stades oeuf, larve, hrysalide et adulte du ylebiologique de la mouhe du hou (Delia radium). A partir de données expérimentales sur letaux de mortalité et le taux de féondité, les éléments de la matrie peuvent être estimés (Bankset al. 2007).Le modèle "Sojourn time"Il dérit le proessus de roissane par des �ux d'entités qui évoluent à des taux di�érents. Cemodèle est utilisé par exemple pour modéliser les yles ellulaires.On subdivise l'intervalle des âges [0, L] en un nombre �ni d'intervalles. L'équation de Von Försterpeut être approhée sur e maillage par un système d'équations di�érentielles ordinaires

{

∂
∂tni(t) = Ri−1 −Ri − µi(t)ni(t), i = 1, ..., k

R0(t) =
∑

bi(t)ni(t)daoù Ri représente le taux de transfert de la lasse i, R0 le taux de reprodution et µi(t)ni(t) est letaux de mortalité au stade i. La onstante Ri peut être approhée par ni

Ti
, où Ti est le temps dematuration de haque individus de la population du stade i. Le système du dessus s'érit alors :

{

∂
∂tni(t) = ni−1

Ti−1
− ni

Ti
− µi(t)ni(t), i = 1, ..., k,

n0
T0

=
∑

bi(t)ni(t)da
(2.1)L'avantage ave ette formulation est qu'on peut prendre des temps de maturation Ti variablesen fontion de la lasse d'âge i. Cependant, es temps sont des onstantes et par onséquent levieillissement de la ohorte est le même pour tous les individus. Si Ti−1 = Ti, pour i = 1, k, lemodèle s'apparente au modèle de Leslie présenté au-dessus.2.2.2 Les modéles déterministes en âge physiologique.Soit Ψ(t) la variable assoiée aux fateurs limatiques et environnementales. Le proessus deroissane est alors alulé via l'équation di�érentielle

a
′

(t) = v(Ψ(t), a),
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2.2 Les modèles struturés. 37où v est le taux de roissane de la population. Cette fontion orrespond à la vitesse de dévelop-pement d'une population d'âge a sous des onditions spéi�ques à l'instant t. On peut l'obtenirà partir de données expérimentales mesurant la durée de développement de l'insete D(Ψ(t), a)grâe à la relation
v(Ψ(t), a) =

1

D(Ψ(t), a)
.Cette quantité reste inférieure à 1 pour tous les temps t et les âges a. La dynamique de lapopulation au ours du temps est alors dérite par

∂n

∂t
(t, a) +

∂

∂a
[v(Ψ(t), a)n(t, a)] = −µ(t, a)n(t, a), a ∈ [0, L],où la donnée initiale est

n(0, a) = n0(a),et la ondition au bord
v(Ψ(t), 0)n(t, 0) =

∫ ∞

0
β(t, a)n(t, a)da.Les fontions de mortalité et de féondité peuvent dépendre de la variable Ψ(t). Si le taux deroissane est égal à 1 alors e modèle est elui de Von Förster-MKendrik et l'âge est hronolo-gique. Sinon, le modèle dérit un vieillissement des individus à des vitesses di�érentes mais uneévolution d'un stade de développement à l'autre au même âge.On disrétise l'intervalle en âge en k lasses d'âge tel que

v(Ψ(t), ai) ∼ vi(Ψ(t)), i = 1, ..., k,et del(t) le temps de maturation moyen, on suppose que
vi(Ψ(t)) = v(t) =

k∆a

del(Ψ(t))
, i = 1, ..., kPour des onditions limatiques identiques, le temps de maturation est le même quelque soit lalasse d'âge. En injetant dans l'équation semi disrétisée en âge du dessus, on a :

∂

∂t
ni(t) =

k

del(t)
[ni−1(t)− ni(t)]− µi(t)ni(t),qui, en terme de �ux ri(t) = ni(t)

k
del(t) donne

∂

∂t

[

del(t)

k
ri(t)

]

= ri−1(t)− ri(t)−
del(t)

k
µi(t)ni(t),où r1(t) = x0(t) est le �ux entrant alors que rk(t) = f(t) est elui sortant. Ce modèle a étéproposé par Manetsh en 1976 et repris par Vansikle en 1977. Il est appelé "box ar" ou "timedistributed delay"(TDD). Les TDD sont en général des modèles à temps variant, ependant, unnombre important d'appliations utilise un taux de développement moyen invariant au ours dutemps (Wang et Shipp, 2001, Vansikle 1977 ; Severini et al., 2003). Dans le as où la durée dedéveloppement varie dans le temps ainsi que la mortalité, le modèle ne donne pas une distributionexpliite du temps d'émergene. Si del(t) = const (don v(t) = const) et µi(t) = µ alors ladistribution du temps d'émergene f(t) d'une ohorte est donnée par une fontion Gamma

f(t) =

(

k

del

)k
tk−1

(k − 1)!
e−( k

del
t)e−µt,
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38 Les modèles mathématiques en dynamique des populations d'insetes.si la donnée initiale est un Dirat δ(t). Dans e as, on parle de modèle "time-unvarying distri-buted delay". Pour une mortalité nulle, Severini et al. (2003) estiment les paramètres k et delde ette fontion à partir de données expérimentales portant sur la durée de développement àtempérature onstante.Si à présent on disrétise le domaine en temps, alors on obtient un système d'équations disrètes.Ce nouveau modèle est un modèle matriiel qui s'apparente à elui de Leslie.2.2.3 D'autres modèlesParmi les modèles déterministes ave variables physiologiques, il y a elui de Kolmogorov










∂
∂tn(t, a) + ∂

∂av(t, a)n(t, a) − 1
2

∂2

∂a2 k(t, a)n(t, a) = −µ(t, a)n(t, a),
[

v(t, a)n(t, a) − 1
2

∂
∂ak(t, a)n(t, a)

]

a=0
=
∫∞
0 λ(t, a)n(t, a)da,

n(0, a) = n0(a),où v(t, a) et k(t, a) sont la moyenne et la variane du taux de développement. Cette équation ditede réation di�usion a été disutée et utilisée par plusieurs herheurs omme Barr et al.(1973),Auslander et al. (1974), Welh et al. (1978), Plant et Wilson (1986) et Munholland et al. (1989).Welh et al. introduisent l'équation de manesth (1976) et l'équation de Kolmogorov dans sonmodèle de gestion des ravageurs et trouve des résultats prohes. Plant et Wilson (1986) ritiquentle modèle Kolmogorov pour sa modélisation du vieillissement de la population ar l'âge des in-dividus peut augmenter et diminuer.2.3 Les modèles Eudémis.Trois modèles ont été proposés pour le suivi des dynamiques des populations d'Eudémis : lemodèle EVA, le modèle ACTA, et le modèle Brière. Le premier est utilisé à Bordeaux par lesServies Régionaux de Protetion des Végétaux (SRPV) alors que le deuxième est utilisé parl'Institut de la vigne et du vin. Ce dernier est aussi utilisé dans l'Est de la Frane, l'Allemagneet la Suisse. Le modèle Brière n'est pas utilisé pour prédire les dynamiques des populations aril n'a pas été validé en vignoble.EVA et ACTA tentent d'estimer les ourbes de ponte et d'élosion des oeufs sur toute la saisona�n d'optimiser les traitements phytosanitaires. Ces prévisions sont faites en fontion des donnéesthermiques. Le ahier des harges de es modèles est de fournir une desription biologique réalistedu yle annuel de développement (modèle phénologique), et qu'il puisse prendre en ompte lespartiularités limatiques miro régionales (modèle thermique).2.3.1 Le modèle EVA.Il a été mis au point par Touzeau en 1979 puis adapté à d'autres régions vitioles françaises(Chavent, 1983). Ce modèle est onstruit expérimentalement, il n'y a don pas d'équations ma-thématiques expliites le onstituant.Le modèle est initialisé dès l'apparition de papillons dans le vignoble. Des observations sont alorsfaites aux pièges alimentaires et sexuels et sur des hrysalides d'hiver réoltées en vignoble pour�xer la date d'émergene des premiers papillons. A partir de là, une énergie thermique (d) enbase 10 est alulée tous les jours. Elle est obtenue en soustrayant au seuil de développement
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2.3 Les modèles Eudémis. 39zéro �xé à 10�C la moyenne des températures maximales (Tmax) et minimales (Tmin), soit plusexpliitement par
d =

Tmin+ Tmax

2
− 10. (2.2)Le umul de ette quantité thermique (d) donne la somme de degrés jours (S) en base 10. Latempérature seuil de développement zéro est la limite dans les températures froides entre un dé-veloppement inhibé et normal (Brière, 1998). Le hoix de ette valeur est fait expérimentalement.L'enregistrement des données thermiques est réalisé à partir d'un réseau de stations météorolo-giques réparti également sur l'ensemble du domaine vitiole. Cette somme de degrés jours (S)est alors omparée à un tableau de valeurs (tableau 2.1) donnant le pourentage de papillonsémergeants. S 29 37 44 48 52 57 64 75 87 118

% 10 20 30 40 50 60 70 80 90 99Tab. 2.1: Pourentage de papillons émergeants en fontion de la somme de degrés joursalulée selon la formule (2.2). Résultat obtenu par Touzeau à partir d'insetes sauvages.Par exemple, pour une somme égale à 48�C, le nombre total de papillons ayant émergés estde 40%. Les pourentages d'émergene sont obtenus à partir de populations naturelles qui onten général été prélevées sur le même domaine que sur elui où est ajusté le modèle. D'autresinformations sont aussi reueillies à partir de es populations omme le taux de ponte, les périodesde préoviposition, d'oviposition, le sexe ratio et les durées de développement des oeufs et deslarves. Ces dernières sont données en somme de degrés jours. Un taux de mouillage des feuillesest modélisé omme fateur dissuasif de ponte.En sortie du modèle, un pourentage de papillons émergeants umulé est donné pour onnaîtrel'importane de la population de papillons à un jour donné. Les ourbes de la dynamique deponte et d'élosion des henilles sont alors déduites et sont aussi données en pourentage umulé.Le tableau (2.2) est un exemple de prévisions faites le 12 mai 1985.Date S papillon Cumul ponte umul élosion umuldu jour du jour du jour12/05/83 90�C 2% 92% 3% 47% 0,4% 0,4%Tab. 2.2: Pourentage de papillons émergeants, d'oeufs pondus et de henilles élosantsle 12 mai 1985 alulés par le modèle EVA et pourentages umulés de es populationsdepuis le début de l'année.Les prévisions de e modèle sont faites sur une saison vitiole et ommenent ave la dynamiquede ponte de la génération du printemps. Ce modèle ne prend pas en ompte la diapause, et paronséquent n'estime pas la dynamique de vol de la G1.2.3.2 Le modèle d'ACTA.Il a été développé à partir des travaux de Baumgartner et Baronio qui datent de 1988.Aujourd'hui e modèle est ommerialisé par ACTA-ITV.Le modèle est initialisé au premier janvier ave 100 hrysalides. Suivant la région où l'on e�etuela simulation, un oe�ient de diapause est alulé expérimentalement a�n de aler les simula-tions d'émergene des papillons du printemps sur les valeurs réelles. Tous les jours et toutes les 3
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40 Les modèles mathématiques en dynamique des populations d'insetes.heures sont enregistrées la température minimale, maximale et moyenne. Un réseau de stationsmétéorologiques est plaé à plusieurs endroits du vignoble pour faire des mesures thermiques�ables. La roissane de l'insete est alulée ave l'équation de Logan et al. (1976) suivante
v(T ) = ψ[eρT − eρTm−Tm−T

∆T ]où ψ, ρ et ∆T = Tm−T0 sont des onstantes, T0 est la température pour laquelle le développementest optimal et Tm est la température létale (température maximale de développement zéro). Laonstante ρ est la pente de la droite dans la tranhe linéaire de la ourbe alors que ψ et ρ sontdes onstantes empiriques, elles sont obtenues en interpolant la ourbe de Logan ave les mesuressur le temps de développement faites à température onstante. Cette fontion alule la vitessede développement pour les stades oeuf et larve en fontion de la température moyenne de lajournée. Ce taux est ensuite injeté dans les équations dérivant la dynamique des populations.Elles orrespondent aux modèles TDD à temps invariant donné dans le paragraphe (2.2.2). Lessorties du modèle sont en pourentage et onernent les oeufs, les jeunes larves, les larves plusâgées et les hrysalides. Ces pourentages sont umulés au jour le jour.

Fig. 2.1: Exemple de simulations du modèle ACTA. Les ourbes rouge, bleue, verte etviolette représentent respetivement les oeufs jeunes, agés, les larves jeunes et agées.La valeur des fontions de mortalité n'est pas préisée. Ce modèle stoppe les simulations aprèsla troisième génération, il ne modélise don pas la diapause.2.3.3 Le modèle BrièreCe modèle a été développé au début des années 1990 au ours de la thèse de J.F. Brière.Son travail onsistait à modéliser les déplaements des papillons en fontion des di�useurs dephéromones sexuelles. Il propose un système d'équations aux dérivées partielles. Sept équationsmodélisent la dynamique temporelle des populations oeuf, des inq stades larvaires et du stadehrysalide dont la formulation générale est donnée par
∂

∂t
ρ(t, a) +

∂

∂a
[V (t, a)ρ(t, a)] = −m(a)ρ(t, a)−D(a)V (t, a)ρ(t, a),où V (t, a) est le taux de roissane à l'âge a et au temps t, D(a) est le taux de passage entredeux stades de développement onséutifs à l'âge a et m(a) est le taux de mortalité à l'âge a. Letaux de roissane est donnée pour haque stade de développement par la relation suivante

V (T ) = bT (T − T0)
√

(Tm − T ),où T0 est la température seuil de développement zéro et Tm est la température létale. Cettefontion est exprimée en fontion de la température et ne dépend pas de la variable âge. Contrai-rement à l'équation de Logan et al. (1976), la fontion vitesse de Brière n'est omposée que
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2.4 Les objetifs de notre modèle. 41de trois inonnues. L'auteur mesure les durées de développement de l'insete des stades oeuf,larvaire (L1 à L5) et hrysalide en fontion de la température. Il utilise des eneintes limatiquesa�n de réguler des onditions thermiques onstantes. Il teste une fourhette de températuresallant de 8�C à 32�C par pas de 2�C. La fontion de développement est ajustée à es donnéesexpérimentales. C'est l'intersetion de ette ourbe ave l'axe des absisses qui donne la valeurde T0 et Tm.Les taux de passage entre haque stade du yle de l'insete sont modélisés par une loie normale.Brière admet que les di�érenes de roissane dans une ohorte sont symétriquement distri-buées. Les individus d'un même stade grandissent ave la même vitesse de développement maispassent au stade supérieur à des âges di�érents. La valeur des fontions de mortalité est obtenueexpérimentalement et est fontion de la température.La dynamique temporelle des adultes est modélisée dans une équation aux dérivées partielles quidérit aussi leurs mouvements spatiaux en fontion des odeurs et de la diretion des rangs devigne. En�n, une dernière équation modélise la propagation des odeurs en fontion du vent, del'absorption et de la soure des odeurs.Le modèle présenté dans e paragraphe tient ompte du stade hrysalide. Le modèle Brière peutêtre utilisé pour simuler la diapause.2.4 Les objetifs de notre modèle.Contrairement aux modèles ACTA et EVA, on souhaite développer un modèle pour l'étudeet la ompréhension de la dynamique des populations d'Eudémis. On suppose qu'un modèleapable de reproduire la dynamique des populations mesurée expérimentalement est un modèlequi aide à améliorer les onnaissanes sur ette population. La prédition en temps ou en espaeest alors possible ar le modèle "omprend" le omportement de la dynamique des populations.Le modèle développé dans ette thèse est onçu pour dérire l'évolution quantitative en temps despopulations Eudémis en fontion de la ressoure alimentaire, de la température, de l'humidité,de la prédation et des di�érenes inter-individuelles. Les données expérimentales disponibles àl'UMR Santé Végétale de l'INRA Villenave d'Ornon mais aussi elle des artiles sienti�quesqui ont servi à la rédation du premier hapitre, vont être exploitées pour la onstrution de emodèle.te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



42 Les modèles mathématiques en dynamique des populations d'insetes.
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Première partieModélisation de la dynamique despopulations de l'Eudémis de la vigne etétude mathématique du modèle.
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Chapitre 3Modélisation de la dynamique despopulations de l'Eudémis de la vigne.L'objetif de e hapitre est de onstruire le modèle mathématique à partir des hypothèsesbiologiques formulées dans la première partie du mémoire. Son élaboration est faite en plusieursétapes. D'abord, on modélise la dynamique des populations d'Eudémis dans un milieux onstant,'est à dire en onditions de laboratoire. Puis on prend en ompte les fateurs limatiques etenvironnementaux expliquant les variations numériques de la population au ours de temps.3.1 Modélisation de la roissane d'une population quelonque.Ce paragraphe est destiné à fournir le prinipe de base sur la modélisation de la roissaned'une population dans un environnement onstant. On néglige dans e modèle la mortalité desindividus.Soient les variables desriptives a et t, dé�nies sur la même éhelle qui est le jour. La premièreorrespond à l'âge hronologique et la deuxième est le temps. On note u(t, a) la densité d'individusd'âge a à l'instant t, et ∆t et ∆a les pas de temps et d'âge. La quantité u(t, a)∆a orrespondau nombre d'individus présents sur l'intervalle d'âge [a, a+∆a] à l'instant t. On souhaite établirune relation mathématique permettant de aluler la taille de ette population à l'instant t+∆t.Le shéma (3.1) représente le bilan quantitatif de ette population à l'instant t+ ∆t.
a+

Temps

aget

t+  
u(t+∆t,a)∆ ∆∆t a

∆aa∆a− a

u(t,a)∆ aFig. 3.1: Shématisation du vieillissement d'une population d'âge ompris dans l'inter-valle [a, a+ ∆a] entre deux instants onséutifs.Si le pas de temps ∆t est égal au pas de vieillissement ∆a alors la population dont l'âge est dansl'intervalle [a, a + ∆a] à et instant orrespond à la population dont l'âge est dans l'intervalle
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46 Modélisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.
[a−∆a, a[ au temps préédent, soit

u(t+ ∆t, a)∆a = u(t, a−∆a)∆a, (3.1)Si le pas d'âge est proportionnel au pas de temps, par exemple ∆a = v∆t, alors l'équationmathématique s'érit
u(t+ ∆t, a)∆a = u(t, a)∆a+ u(t, a−∆a)v∆t− u(t, a)v∆t, (3.2)Le domaine de la variable âge peut être in�ni ou �ni. Dans le deuxième as, on parle d'âgemaximal de vie. Cet âge est atteint à t égal àL

v si L est l'âge maximal et v est un réel.Le déompte de la population dont l'âge est ompris dans l'intervalle [0,∆a] et à l'instant t+∆tse alule ave l'équation
u(t+ ∆t, a)∆a = u(t, a)∆a+ u(t, 0)v∆t − u(t, a)v∆t.La densité d'individus à l'âge 0 représente le �ux des nouveaux arrivants. Cette quantité est laondition de renouvellement de la population.A l'aide de propriétés mathématiques il est faile de onvertir le modèle en temps ontinu et en âgeontinu. On retrouve alors l'équation aux dérivées partielles du modèle Von Forster-MKendrikave une mortalité nulle présenté au hapitre préédent.3.2 Modélisation de la roissane d'une population Eudémis :deux modèles di�érents.L'objetif de e paragraphe est de modéliser les di�érenes de roissane qui existent ausein d'une ohorte Eudémis soumise à des onditions limatiques onstantes. On propose deuxméthodes de modélisation. La première s'appuie sur les observations biologiques alors que laseonde est onstruite à partir des données expérimentales. Le modèle �nal est exprimé en tempsontinu et est basé sur l'équation (3.2) présentée dans le paragraphe i-dessus. On néglige danses modèles la mortalité des individus.On indie les stades de développement par e pour le stade oeuf, l pour le stade larve, f pourles femelles et m pour les mâles. Le stade hrysalide est modélisé dans le stade larve ar lesmesures expérimentales sur le développement de l'insete sont faites à partir de larves L1 néesle même jour et s'arrêtent au moment de l'émergene du papillon. La densité d'individus de espopulations est notée uk où k est égal à e, l, f,m.3.2.1 Modèle dérivant du modèle Von Forster-MKendrik.On suppose que, sous des onditions environnementales onstantes, les individus vieillissenttous de la même manière mais que l'âge de maturité pour un stade varie selon les individus. Danse as, on ajoute un terme dans l'équation (12.10) que l'on note βk(a), où k est égal à e, l. Ilreprésente la proportion d'individus d'âge a et du stade k qui passe au stade supérieur au ours
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3.2 Modélisation de la roissane d'une population Eudémis : deux modèles di�érents. 47de l'intervalle de temps ∆t. Les équations assoiées à haque stade de développement sont










































ue(t+ ∆t, a)∆a = ue(t, a)∆a+ ue(t, a−∆a)∆t− ue(t, a)∆t

−βe(a)ue(t, a)∆a∆t,

ul(t+ ∆t, a)∆a = ul(t, a)∆a+ ul(t, a−∆a)∆t− ul(t, a)∆t

−βl(a)ul(t, a)∆a∆t,

uf (t+ ∆t, a)∆a = uf (t, a)∆a+ uf (t, a−∆a)∆t− uf (t, a)∆t,

um(t+ ∆t, a)∆a = um(t, a)∆a+ um(t, a−∆a)∆t− um(t, a)∆t.La fontion βe(a) s'appelle la fontion de développement du stade oeuf ou la fontion de passagedu stade oeuf au stade larve par rapport à l'âge a. Le taux βl est la fontion de passage entre lestade larve et le stade papillon. Ce terme supplémentaire n'apparaît pas dans les équations desstades adultes ar les individus meurent au ours de e stade.La ondition de renouvellement de es populations s'exprime en fontion des βk

up(t, 0) = ∆a
∑

a

βk(a)uk(t, a),où le ouple d'indies prend respetivement les valeurs
(p, k) = (e, f), (l, e), (f, l) et (m, l).Les nouveaux individus sont apportés par les femelles uf (t) selon une proportion βf . Cettequantité représente le taux de féondité. La valeur des fontions de développement βk, où k estégal à e, l, f est propre à haun des stades. On fait tendre les pas d'âge et de temps vers lavaleur zéro pour obtenir un modèle ontinu






















∂
∂tu

e(t, a) + ∂
∂au

e(t, a) = −βe(a)ue(t, a),
∂
∂tu

l(t, a) + ∂
∂au

l(t, a) = −βl(a)ul(t, a),
∂
∂tu

f (t, a) + ∂
∂au

f (t, a) = 0,
∂
∂tu

m(t, a) + ∂
∂au

m(t, a) = 0,pour t stritement positif et a dans le domaine [0, Lk], où Lk est l'âge maximal du stade de dé-veloppement k. Les équations de e système ressemblent au modèle de Von Förster-MKendrikprésenté dans le hapitre préédent. Dans les deux premières équations, la fontion de dévelop-pement remplae la fontion de mortalité alors que dans les deux dernières équations 'est lafontion nulle. Les onditions aux limites sont






















ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (s)uf (t, s)ds,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds,

uf (t, 0) =
∫ Ll

0 τβl(s)ul(t, s)ds,

um(t, 0) =
∫ Ll

0 (1− τ)βl(s)ul(t, s)ds,où τ est le sexe ratio. Dans e modèle, seules les fontions de passage et le taux de natalité sontà déterminer.3.2.2 Modèle Méta-population.On suppose que les individus n'ont pas la même vitesse de développement mais que l'âgede maturité d'un stade de roissane est �xé. Dans e as, on ajoute une struturation de la
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48 Modélisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.population par rapport à la vitesse de roissane. Soient ke, kl, kf et km les nombres de lassesde développement au stade oeuf, larve, femelle et mâle respetivement. A partir des donnéesexpérimentales, on onnaît le temps passé par les individus dans une lasse de développementpour tous les stades du yle biologique. On désigne alors par T e
i , pour i allant de 1 à ke, T l

j ,pour j allant de 1 à kl, T f
k , pour k allant de 1 à kf , et Tm

p , pour p allant de 1 à km les duréesmoyennes de vie de la lasse de développement i du stade oeuf, de la lasse j du stade larve,de la lasse k du stade femelle, et de la lasse p du stade mâle, respetivement. La roissaned'une population appartenant à une lasse de développement est modélisée par l'équation (3.2)du paragraphe préédent. Elle est appliquée à tous les stades de roissane. Le modèle qui déritla roissane de la population Eudémis est






















ue
i (t+ ∆t, a) = ue

i (t, a)−
∆t
∆au

e
i (t, a) + ∆t

∆au
e
i (t, a−∆a), i = 1, ke,

ul
j(t+ ∆t, a) = ul

j(t, a)−
∆t
∆au

l
j(t, a) + ∆t

∆au
l
j(t, a−∆a), j = 1, kl,

u
f
k(t+ ∆t, a) = u

f
k(t)− ∆t

∆au
f
k(t, a) + ∆t

∆au
f
k(t, a−∆a), k = 1, kf ,

um
p (t+ ∆t, a) = um

p (t)− ∆t
∆au

m
p (t, a) + ∆t

∆au
m
p (t, a−∆a), p = 1, km.où les onditions de renouvellement sont données par























ue
i (t, 0) = αe

i

∑kf

k=1 u
f (t, T f

k ), i = 1, ke,

ul
j(t, 0) = αl

j

∑ke

k=1 u
e(t, T e

k ), j = 1, kl,

u
f
k(t, 0) = α

f
k

∑kl

k=1 u
l(t, T l

k), k = 1, kf ,

um
p (t, 0) = αm

p

∑kl

k=1 u
l(t, T l

k), p = 1, km,Pour haque stade de roissane k, les nouveaux individus d'une lasse de développement i sontapportés par tous les individus du stade de roissane préédent selon une proportion αk
i .On fait évoluer e modèle vers une desription ontinue des variables temps, âge et "vitesse dedéveloppement". On dénote g la variable dissoiant les individus par leur vitesse de roissane.Elle est dé�nie sur l'intervalle [0, kn] où kn est le nombre de lasse de développement du stadede roissane n. On note T n(g) la fontion modélisant la durée de vie du stade de roissane nen fontion du taux de développement des individus. Les onstantes αn

i pour i allant de 1 à kndeviennent en ontinu les fontions αn(g). Le modèle Eudémis s'érit alors






























































∂
∂tu

e(t, a, g) + ∂
∂au

e(t, a, g) = 0, a ∈ [0, T e(g)], g ∈ [0, ke],
∂
∂tu

l(t, a, g) + ∂
∂au

l(t, a, g) = 0, a ∈ [0, T l(g)], g ∈ [0, kl],
∂
∂tu

f (t, a, g) + ∂
∂au

f (t, a, g) = 0, a ∈ [0, T f (g)], g ∈ [0, kf ],
∂
∂tu

m(t, a, g) + ∂
∂au

m(t, a, g) = 0, a ∈ [0, Tm(g)], g ∈ [0, km],

ue(t, 0, g) = αe(g)
∫ kf

0 uf (t, T f (s), s)ds,

ul(t, 0, g) = αl(g)
∫ ke

0 ue(t, T e(s), s)ds,

uf (t, 0, g) = αf (g)
∫ kl

0 ul(t, T l(s), s)ds,

um(t, 0, g) = (1− αf (g))
∫ kl

0 ul(t, T l(s), s)ds.Les inonnues de e modèle sont les fontions T n(g), n = e, l, f,m, les fontions taux αn(g) etles onstantes ke, kl, kf , km.3.2.3 Choix du modèle.L'initialisation du modèle méta-population est possible à ondition de onnaître la distribu-tion en âge de la population pour haque lasse de développement. Les données expérimentales,
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3.3 Le modèle Lobesia botrana annuel. 49dont nous disposons, ne préisent pas les propriétés endogènes des ohortes Eudémis utiliséesau début des expérienes. Par onséquent, on ne sait pas dé�nir les fontions uk, pour k égal à
e, l, f,m à l'instant initial à moins de les estimer.Comparé au premier modèle, le nombre de paramètres onstituant le modèle méta-populationest plus important. Ce modèle est exprimé ave 7 fontions (αn, pour n égal à e, l, f et T n pour négal à e, l, f,m) et 4 onstantes (kn pour n égal à e, l, f,m) alors que le premier modèle ne dépendque de 3 fontions (βn, pour n égal à e, l, f) et une onstante (τ). De plus, les fontions T n, pour
n égal à e, l, f,m et les onstantes kn, pour n égal à e, l, f,m du deuxième modèle représententdes bornes du domaine de dé�nition de la variable âge et elles du domaine de dé�nition dela variable "vitesse de développement". Sans onnaissane expliite de es paramètres, il estdi�ile de les aluler à partir d'une méthode d'estimation. Rundell (1993) étudie le problèmed'estimation du taux de mortalité de l'équation de Von Förster-MKendrik à partir de donnéesexpérimentales. Pilant et al. (1991) ou enore Gyllenberg et al. (2002) étudient d'autres problèmesinverses sur ette équation. Les équations du premier modèle s'apparente à l'équation de VonFörster-MKendrik. En se basant sur es travaux, la détermination des paramètres de e modèleest alors envisageable à partir de données expérimentales.En�n, le modèle méta-population est omposé d'un nombre important d'équations, et don deparamètres, dès qu'on a�ne le nombre de lasses de développement. Ce nombre ne varie pasdans le premier modèle ar les di�érenes de roissane sont modélisées dans les taux de passaged'un stade de développement à l'autre (βe et βl).Pour toutes es raisons, on hoisit de développer puis d'étudier mathématiquement le premiermodèle proposé i-dessus. Ce dernier semble plus adapté pour modéliser les données expérimen-tales et pour étudier la dynamique des populations d'Eudémis.3.3 Le modèle Lobesia botrana annuel.On généralise le modèle dérivant de l'équation de Von Förster-MKendrik pour la simulationet la ompréhension des dynamiques des populations d'Eudémis de la vigne dans son environ-nement naturel. On le développe pour l'étude de es populations sur une année entière. C'està dire, on modélise la roissane de la population Eudémis sur 3 voir 4 générations jusqu'à ladiapause. Le stade hrysalide dure, en moyenne une semaine pendant les générations printanièreset estivales. On fusionne alors e stade ave le stade larve. Le alul de la population totale dustade k est donné par

P k(t) =

∫ Lk

0
uk(t, a)da, ∀t ≥ 0, k = e, l,m, f.Le modèle Eudémis ou Lobesia botrana s'érit











































∂
∂tu

e(t, a) + ∂
∂a [ve(E(t), a)ue(t, a)] = −me(E(t), a)ue(t, a)

−βe(E(t), a)ue(t, a),
∂
∂tu

l(t, a) + ∂
∂a

[

vl(E(t), a)ul(t, a)
]

= −ml(P l(t), E(t), a)ul(t, a)

−βl(E(t), a)ul(t, a),
∂
∂tu

f (t, a) + ∂
∂a

[

vf (E(t), a)uf (t, a)
]

= −mf (E(t), a)uf (t, a),
∂
∂tu

m(t, a) + ∂
∂a [vm(E(t), a)um(t, a)] = −mm(E(t), a)um(t, a),

(3.3)
où t est stritement positif et a est dans l'intervalle [0, Lk] pour k égal à e, l, f,m. Le veteur Eorrespond aux variables limatiques et environnementales, et s'érit (T,H,R) où T désigne latempérature, H l'humidité et R la ressoure alimentaire. Ce veteur est dépendant du temps.
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50 Modélisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.On préise que R ne représente pas la quantité de nourriture mangée par la larve mais la qualitéde elle-i.Les fontions me, ml, mm et mf sont les taux de mortalité respetivement des stades oeuf, larve,mâle et femelle. Elles sont exprimées en fontion de l'âge de l'insete mais aussi des variableslimatiques et environnementales. Pour prendre en ompte la ompétition larvaire, on supposeque ml dépend de la population totale des larves.Des observations menées sur l'élevage Eudémis développé à l'UMR Santé Végétale de l'INRA,montrent que ette population ne roît pas exponentiellement mais jusqu'à une valeur seuildéterminée par la apaité du milieu. La roissane de la population n'est pas limitée par laquantité de nourriture mais par le nombre total de papillons présents par unité de volume. Don,le taux de ponte dépend à la fois de la population totale des femelles mais aussi de elle desmâles.Lorsque la population est soumise à un environnement �utuant, sa roissane est di�érentede elle obtenue dans un environnement onstant. On introduit alors les fontions vk qui sontles vitesses de roissane des stades d'indie e, l, f,m. Elles ne dépendent pas de la populationtotale ar le nombre d'individus loalisé sur un même endroit n'interfère pas ave le proessusde roissane de la population.Toutes les fontions démographiques varient en fontion des variables environnementales et ali-mentaires. Les onditions limites sont données par






















ve(E(t), 0)ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (P f (t), Pm(t), E(t), s)uf (t, s)ds

vl(E(t), 0)ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(E(t), s)ue(t, s)ds

vf (E(t), 0)uf (t, 0) =
∫ Ll

0 τβl(E(t), s)ul(t, s)ds

vm(E(t), 0)um(t, 0) =
∫ Ll

0 (1− τ)βl(E(t), s)ul(t, s)ds

(3.4)pour t stritement positif. Les onditions initiales par
uk(0, a) = uk

0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l,m, f. (3.5)3.4 Le modèle Lobesia botrana pluriannuel.On développe le modèle Eudémis annuel pour l'étude de es populations sur plusieurs années.On ajoute une équation au système du dessus pour modéliser la période hivernale, la diapause.Soit uc, la densité d'individus au stade diapause. Le modèle Lobesia botrana pluriannuel est






























































∂
∂tu

e(t, a) + ∂
∂a [ve(E(t), a)ue(t, a)] = −me(E(t), a)ue(t, a)

−βe(E(t), a)ue(t, a),
∂
∂tu

l(t, a) + ∂
∂a

[

vl(E(t), a)ul(t, a)
]

= −ml(P l(t), E(t), a)ul(t, a)

−βl(E(t), a)ul(t, a),
∂
∂tu

c(t, a) + ∂
∂a [vc(E(t), a)uc(t, a)] = −mc(E(t), a)uc(t, a)

−βc(E(t), a)uc(t, a),
∂
∂tu

f (t, a) + ∂
∂a

[

vf (E(t), a)uf (t, a)
]

= −mf (E(t), a)uf (t, a),
∂
∂tu

m(t, a) + ∂
∂a [vm(E(t), a)um(t, a)] = −mm(E(t), a)um(t, a),où t est stritement positif et a est dans l'intervalle [0, Lk] pour k est égal à e, l, c, f,m. Les fon-tions vc(t, a), mc(t, a) et βc(t, a) sont respetivement la vitesse de développement des individusd'âge a pendant l'hiver, le taux de mortalité des hrysalides diapausantes en fontion de leur
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3.4 Le modèle Lobesia botrana pluriannuel. 51âge et le taux de passage entre le stade hrysalide et papillon en fontion de l'âge. Toutes esfontions dépendent des onditions limatiques et environnementales E(t) qui varient au oursdu temps. Les onditions aux limites de e système sont


































ve(E(t), 0)ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (P f (t), Pm(t), E(t), s)uf (t, s)ds

vl(E(t), 0)ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(E(t), s)ue(t, s)ds

vc(E(t), 0)uc(t, 0) =
∫ Ll

0 βl(E(t), s)ul(t, s)ds

vf (E(t), 0)uf (t, 0) =
∫ Lp

0 τβc(E(t), s)uc(t, s)ds

vm(E(t), 0)um(t, 0) =
∫ Lp

0 (1− τ)βc(E(t), s)uc(t, s)dspour t stritement positif. La fontion βl modélise dans e modèle la transition des individus entreles stades larve et hrysalide. L'estimation expérimentale de ette fontion n'est pas possible aron ne mesure pas la dynamique des individus entrant en diapause ou bien elle initialisant lestade nymphe.
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52 Modélisation de la dynamique des populations de l'Eudémis de la vigne.
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Chapitre 4Analyse mathématique du modèleLobesia botrana.On étudie dans e hapitre l'existene et l'uniité de solutions pour les modèles Lobesia bo-trana annuel et pluriannuel. La preuve est présentée sur le modèle annuel, autrement dit sur lesystème (3.3)-(3.4)-(3.5) du hapitre préédent et est adaptable pour le modèle pluriannuel.Gurtin et MaCamy (1974) prouvent l'existene d'une solution unique à l'équation de VonFörster-MKendrik dont les fontions démographiques sont dépendantes de la population totale
P (t) =

∫∞
0 u(t, a)da. Ils se ramènent à l'étude de deux équations intégrales dont la premièreéquation onerne la population totale alors que la seonde provient de la ondition de renou-vellement. Par une méthode de point �xe, ils garantissent l'uniité de la solution du problème.Webb (1985) s'intéresse aussi à l'analyse mathématique de e modèle non linéaire. Il onstruit sapreuve d'existene et d'uniité sur la théorie des semi-groupes et présente des résultats sur la po-sivité et la régularité de la solution. Calsina et al. (1995) s'intéressent au modèle de la dynamiquedes populations struturées en âge physiologique ave un taux de roissane non linéaire et desfontions démographiques dépendant de la population totale. En adoptant la méthode mathé-matique de Gurtin et al. (1974), ils montrent que e modèle est bien posé. A notre onnaissane,il n'existe pas de preuve sur l'existene unique de solutions pour un système d'équations hyper-boliques semblable à notre modèle. Notre démonstration est basée sur la théorie du point �xe.On note dans e paragraphe Ωk, pour tous k égal à e, l, f,m, le domaine [0, T ]× [0, Lk]. A l'aidede la méthode des aratéristiques, les solutions ue, uf et um du système (3.3)-(3.4)-(3.5) sontimpliitement données par
uk(t, a) =















uk
0(X

k(0; a, t))e−
R t

0 hk(s,Xk(s;a,t))ds, a > Zk(t),

uk(Zk(0;a,t),0)
vk(E(Zk(0;a,t)),0)

e
−

R t

Zk(0;a,t)
hk(s,Xk(s;a,t))ds

, a ≤ Zk(t),

(4.1)où la fontion hk est dé�nit pour k = e, f, l,m par






















he(t, a) = (me + βe + ∂av
e)(E(t), a),

hl(t, a) = ml(P l(t), E(t), a) + (βl + ∂av
l)(E(t), a),

hf (t, a) = (mf + ∂av
f )(E(t), a),

hm(t, a) = (mm + ∂av
m)(E(t), a),et Xk(t; a0, t0) est la ourbe aratéristique, passant par le point (a0, t0). Cette dernière est
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54 Analyse mathématique du modèle Lobesia botrana.déterminée par la résolution de l'équation di�érentielle suivante
{

(Xk)
′

(t) = vk(E(t),Xk(t)),

Xk(t0) = a0 > 0.
(4.2)La solution de ette équation, pour tous k égal à e, l, f,m, dépend de la valeur de la fontion dedéveloppement. Elle est stritement roissante ar vk est stritement positive pour tous k égal à

e, l, f,m. Par onséquent, sa fontion inverse Zk(a; a0, t0) existe et est unique pour tous k égalà e, l, f,m. Pour l'analyse mathématique du modèle, on donne les hypothèses suivantes sur lesfontions du modèle Eudémis annuelH 1 Les vitesses de développement vk, pour k égal à e, l, f,m, sont non négatives, bornées parrapport à la variable âge
0 < vk < vk(E(t), a) < v̄k, ∀(t, a) ∈ Ωk,et appartiennent à la lasse de fontions C1([0, Lk]) : soit Cvk une onstante positive telle que
‖
∂vk(E(t), a)

∂a
‖∞ ≤ Cvk , ∀(t, a) ∈ Ωk.H 2 Les fontions taux d'élosion βe(E(t), a) et taux d'émergene βl(E(t), a) sont bornées, nonnégatives par rapport à la variable âge.H 3 La fontion taux de féondité βf (P f , E(t), a) est bornée, non négative par rapport à lavariable âge et Lipshitzienne sur [0,K] de onstante βf

K par rapport à P f où K est stritementplus grand que P f (0).H 4 Les fontions de mortalité me(E(t), a), mf (E(t), a) et mm(E(t), a) sont non négatives,loalement bornées et véri�ent la ondition
lim

a→Lk

∫ t

0
mk(E(t),Xk(s; a, t)ds =∞, a > Zk(t),

lim
a→Lk

∫ t

Zk(0;a,t)
mk(E(t),Xk(s; a, t)ds =∞, a ≤ Zk(t),pour t stritement positif et k égal à = e, f,m.H 5 La fontion de mortalité du stade larve ml(P l, E(t), a) est non négative, loalement bornée,Lipshitzienne sur [0, N ] de onstante ml

N par rapport à P l et véri�e la ondition
lim

a→Ll

∫ t

0
ml(P l(t), E(t),X l(s; a, t)ds =∞, a > Z l(t),

lim
a→Ll

∫ t

Zl(0;a,t)
ml(E(t),X l(s; a, t)ds =∞, a ≤ Z l(t),pour t stritement positif.H 6 Les données initiales uk

0, pour k égal à e, l, f,m sont non négatives.
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55Les densités ue, uf et um sont liées entre elles par leur onditions aux bords : la fontion dustade oeuf ue s'exprime en fontion des individus pondus par les femelles uf , et les fontions desstades adultes uk, pour k égal à f,m dépendent de la densité de larves ul. A moins d'avoir desonditions aux limites nulles, les solutions ue, uf et um sont uniques si la solution ul existe etest unique. L'équation mathématique assoiée à la densité larvaire est non linéaire et ne peutêtre résolue expliitement. On propose alors, dans la preuve du théorème suivant, de modi�er lesystème (3.3)-(3.4)-(3.5) pour appliquer une méthode de point �xe et obtenir l'existene uniquede ul.Théorème 1 Sous les hypothèses H 1 - H 6, le système (3.3)-(3.4)-(3.5) admet une unique so-lution.Preuve : L'équation assoiée à la densité des mâles um est la même que elle dérivant ladynamique des femelles uf . On simpli�e alors le modèle (3.3)-(3.4)-(3.5) à 3 équations. La preuveprésentée i-dessous est la même pour le modèle Eudémis omplet.Soit λ une onstante positive et le hangement de variables suivant
ue(t, a) = eλtûe(t, a), ul(t, a) = eλtûl(t, a) et uf (t, a) = eλtûf (t, a). (4.3)On onsidère maintenant le système







































































































∂
∂t û

e
i (t, a) + ∂

∂a [ve(E(t), a)ûe
i (t, a)] + λûe

i (t, a) = −me(E(t), a)ûe
i (t, a)

−βe(E(t), a)ûe
i (t, a),

∂
∂t û

l
i(t, a) + ∂

∂a

[

vl(E(t), a)ûl
i(t, a)

]

+ λûl
i(t, a) = −ml(P l

φi
, E(t), a)ûl

i(t, a)

−βl(E(t), a)ûl
i(t, a),

∂
∂t û

f
i (t, a) + ∂

∂a

[

vf (E(t), a)ûf
i (t, a)

]

+ λû
f
i (t, a) =

−mf (E(t), a)ûf
i (t, a),

ve(E(t), 0)ûe
i (t, 0) =

∫ Lf

0 βf (P f
i (t), E(t), s)ûf

i (t, s)ds,

vl(E(t), 0)ûl
i(t, 0) =

∫ Le

0 βe(E(t), s)ûe
i (t, s)ds,

vf (E(t), 0)ûf
i (t, 0) =

∫ Ll

0 βl(E(t), s)φi(t, s)ds,

ûe
i (0, a) = ûe

0,i(a),

ûl
i(0, a) = ûl

0,i(a),

û
f
i (0, a) = û

f
0,i(a).

(4.4)
où φi, pour i égal à 1, 2 sont dé�nies dans l'espae L2(Ωl). Par la méthode des aratéristiques,e système admet une solution (ûe, ûl, ûf ). L'uniité de ette solution dépend de l'uniité de ûl.Lemme 1 Soit ∧ l'appliation dé�nie par :

∧ : L2(Ωl)→ L2(Ωl)

φ→ ûloù ûl est l'unique solution de (4.4). Si λ satisfait la relation
(

λ− Cvl −
‖ûl

2‖
2
L∞

2ǫ

)

(λ−Cve) (λ− Cvf ) >
(

D + (λ− Cve) (λ− Cvf )
ǫ

2
(ml

NL
l)2
)

,
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56 Analyse mathématique du modèle Lobesia botrana.ave ǫ et D deux onstantes positives telles que
D = D1

Ll‖βl‖2
L∞(Ωl)

2vf

Le‖βe‖2L∞(Ωe)

2vl
,

D1 =
Lf‖βf‖2L∞

2ve
+

(Lfβ
f
K)2‖ûf

2‖
2
L∞

2ve
+
Lf‖βf

1 ‖
2
L∞‖û

f
2‖L∞β

f
K

2vealors ∧ est ontratante.En supposant que les hypothèses (H1)-(H6) sont satisfaites et le lemme 1 véri�é, le système (4.4)admet une unique solution. En appliquant le hangement de variables donné en (9.20), on montreque la solution du problème (3.3)-(3.4)-(3.5) est unique.Preuve du lemme 1 : Soient φ = φ1 − φ2 et ûl = ûl
1 − û

l
2 des fontions de L2(Ωl). La preuveonsiste à trouver une onstante c omprise dans l'intervalle [0, 1[ telle que pour tous φ de l'espae

L2(Ωl) on ait l'inégalité suivante
‖ûl‖2L2(Ωl) ≤ c‖φ‖

2
L2(Ωl). (4.5)On dé�nit aussi les fontions ûe = ûe

1− û
e
2 et ûf = û

f
1 − û

f
2 . On multiplie la première équation dusystème (4.4) par ûe, la deuxième équation par ûl et la troisième par ûf . Ces nouvelles équationssont intégrées sur respetivement les domaines Ωe, Ωl, Ωf et se simpli�ent en,

∫

Ωe

(

λ+me(E(t), a) + βe(E(t), a) +
1

2
∂av

e(E(t), a)

)

(ûe(t, a))2dadt =

1

2

∫ T

0
ve(E(t), 0)(ûe(t, 0))2dt,

∫

Ωl

(

λ+ml(P l
φ1

(t), E(t), a) + βl(E(t), a) +
1

2
∂av

l(E(t), a)

)

(ûl(t, a))2dadt =

−

∫

Ωl

(

ml(P l
φ1

(t), E(t), a) −ml(P l
φ2

(t), E(t), a)
)

ûl
2(t, a)û

l(t, a)dadt

+
1

2

∫ T

0
vl(E(t), 0)(ûl(t, 0))2dt,

∫

Ωf

(

λ+mf (E(t), a) +
1

2
∂av

f (E(t), a)

)

(ûf (t, a))2dadt =

1

2

∫ T

0
vf (E(t), 0)(ûf (t, 0))2dt.En majorant les termes négatifs, e système devient

λ

∫

Ωe

(ûe(t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0
ve(E(t), 0)(ûe(t, 0))2dt + Cve

∫

Ωe

(ûe(t, a))2dadt,

λ

∫

Ωl

(ûl(t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0
vl(E(t), 0)(ûl(t, 0))2dt + Cvl

∫

Ωl

(ûl(t, a))2dadt

−

∫

Ωl

(

ml(P l
φ1

(t), E(t), a) −ml(P l
φ2

(t), E(t), a)
)

ûl
2(t, a)û

l(t, a)dadt, (4.6)
λ

∫

Ωf

(ûf (t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0
vf (E(t), 0)(ûf (t, 0))2dt +Cvf

∫

Ωf

(ûf (t, a))2dadt,
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57où les premiers termes à droite des inégalités sont donnés par
1

2

∫ T

0
ve(E(t), 0)(ûe(t, 0))2dt =

1

2

∫ T

0

1

ve(E(t), 0)

(

∫ Lf

0
βf (P f

1 )ûf (t, s)ds +

∫ Lf

0
(βf (P f

1 )− βf (P f
2 ))ûf

2 (t, s)ds

)2

dt,

1

2

∫ T

0
vl(E(t), 0)(ûl(t, 0))2dt =

1

2

∫ T

0

1

vl(E(t), 0)

(
∫ Le

0
βe(E(t), s)ûe(t, s)ds

)2

dt,

1

2

∫ T

0
vf (E(t), 0)(ûf (t, 0))2dt =

1

2

∫ T

0

1

vf (E(t), 0)

(

∫ Ll

0
βl(E(t), s)φ(t, s)ds

)2

dt.On dé�nit par βf (P f
1 ) le taux de ponte dépendant de la population totale des femelles aluléeave la densité ûf

1 . A partir de l'inégalité de Cauhy Shwartz et de l'inégalité de Young, ladeuxième équation de (4.6) devient
(λ− Cvl)

∫

Ωl

(ûl(t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0

1

vl(E(t), 0)

∫ Le

0
(βe(E(t), s))2 ds

∫ Le

0
(ûe(t, s))2 dsdt

+

∫

Ωl

ǫ

2

(

ml(P l
φ1

(t), E(t), a) −ml(P l
φ2

(t), E(t), a)
)2
dadt

+

∫

Ωl

1

2ǫ

(

ûl
2(t, a)û

l(t, a)
)2
dadt,où ǫ est une onstante positive. Sous les hypothèses H 1 - H 6, on déduit que

(

λ− Cvl −
‖ûl

2‖
2
L∞

2ǫ

)∫

Ωl

(ûl(t, a))2dadt ≤
Le‖βe‖2L∞(Ωe)

2vl

∫

Ωe

(ûe)2(t, s)dsdt

+
ǫ

2
(ml

NL
l)2
∫

Ωl

(φ1 − φ2)
2(t, s)dsdt. (4.7)On s'intéresse à présent à la première inégalité de (4.6) pour estimer la norme dans l'espae

L2(Ωe) de la densité oeuf. On développe le arré du premier terme à droite de l'inégalité, puison utilise l'inégalité de Cauhy Shwartz a�n d'obtenir l'inégalité suivante
(λ− Cve)

∫

Ωe

(ûe(t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0

1

ve(E(t), 0)

∫ Lf

0

(

βf (P f
1 )
)2
ds

∫ Lf

0

(

ûf (t, s)
)2
ds

+
1

2

∫ T

0

1

ve(E(t), 0)

∫ Lf

0

(

βf (P f
1 )− βf (P f

2 )
)2
ds

∫ Lf

0

(

û
f
2 (t, s)

)2
dsdt

+
1

2

∫ T

0

1

ve(E(t), 0)

∫ Lf

0
βf (P f

1 )ûf (t, s)ds

∫ Lf

0
(βf (P f

1 )− βf (P f
2 ))ûf

2 (t, s)dsdt.Sous les hypothèses H 1 - H 6, on obtient l'estimation de la norme dans l'espae L2(Ωe) de ladensité oeuf
(λ− Cve)

∫

Ωe

(ûe(t, a))2dadt ≤ D1

∫

Ωf

(

ûf (t, s)
)2
ds, (4.8)où D1 est une onstante positive égale à

D1 =
Lf‖βf‖2L∞

2ve
+

(Lfβ
f
K)2‖ûf

2‖
2
L∞

2ve
+
Lf‖βf

1 ‖
2
L∞‖û

f
2‖L∞β

f
K

2ve
.
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58 Analyse mathématique du modèle Lobesia botrana.En�n, on utilise la troisième inégalité de (4.6) pour estimer la norme dans l'espae L2(Ωf ) de ladensité des femelles. Pour ela, on applique l'inégalité de Cauhy Shwartz sur le premier termeà droite de l'inégalité tel qu'on ait
(λ− Cvf )

∫

Ωf

(ûf (t, a))2dadt ≤
1

2

∫ T

0

1

vf (E(t), 0)

∫ Ll

0

(

βl(E(t), s)
)2
ds

∫ Ll

0
(φ(t, s))2 ds.Sous les hypothèses H 1 - H 6, on obtient l'estimation suivante

(λ−Cvf )

∫

Ωf

(ûf (t, a))2dadt ≤
Ll‖βl‖2

L∞(Ωl)

2vf

∫

Ωl

(φ(t, s))2 ds. (4.9)Finalement, en utilisant les estimations (4.8) et (4.9), l'inégalité (4.7) devient
(

λ− Cvl −
‖ûl

2‖
2
L∞

2ǫ

)

(λ−Cve) (λ− Cvf )

∫

Ωl

(ûl(t, a))2dadt ≤

(

D + (λ− Cve) (λ− Cvf )
ǫ

2
(ml

NL
l)2
)

∫

Ωl

(φ)2(t, s)dsdt,où D est une onstante positive égale à
D = D1

Ll‖βl‖2
L∞(Ωl)

2vf

Le‖βe‖2L∞(Ωe)

2vl
.L'inégalité (4.5) est alors démontrée pour c égal à

c =

(

D + (λ− Cve) (λ− Cvf ) ǫ
2(ml

NL
l)2
)

(

λ− Cvl −
‖ûl

2‖
2
L∞

2ǫ

)

(λ− Cve) (λ− Cvf )
,qui est dé�nit dans l'intervalle [0, 1] pour ǫ �xé positif et pour λ hoisit grand tel que la relationsuivante soit véri�ée

(

D + (λ−Cve) (λ− Cvf )
ǫ

2
(ml

NL
l)2
)

<

(

λ− Cvl −
‖ûl

2‖
2
L∞

2ǫ

)

(λ− Cve) (λ− Cvf ) . �
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Chapitre 5Analyse numérique du modèle Lobesiabotrana.On développe un shéma numérique pour approher la solution des modèles Lobesia botranaannuel et pluriannuel. Une analyse sur les propriétés du shéma est proposée.On s'est intéressé dans la littérature aux shémas numériques développés sur les équations stru-turées. Ils sont onstruits diretement à partir de l'équation ou de l'expression mathématiquede la solution alulée ave une méthode des aratéristiques. Douglas et Milner (1987) déve-loppent un shéma aux di�érenes �nies (DF) sur l'équation de Von Förster-MKendrik, aveune fontion de mortalité dépendant de la population totale. Ce shéma est repris par Know etal. (1993) qui l'améliore pour obtenir une préision du shéma à l'ordre deux. Cette méthoded'approximation est appliquée sur le modèle de Sinko et Streifer par Sulsky (1993). Elle propose3 autres shémas pour ette équation : un shéma de Lax-Wendro� (méthode d'Euler expliite),et deux shémas volumes �nis (VF) qui se di�érenient par leur maillage. Sur un exemple, ellemontre que les shémas VF, qui ont une préision d'ordre 2 en temps, approhent le mieux lasolution du modèle. Les modèles non linéaires de la dynamique des populations struturées parrapport à la taille sont étudiés par Angulo (2000 ; 2004) ou Kostova (2003) par exemple. Leurshéma est onstruit à partir de l'expression mathématique de la solution formulée le long desaratéristiques. La préision de es shémas est d'ordre 2 pour Angulo et al. et d'ordre 3 pourKostova. On propose d'approher les équations de nos modèles Eudémis par un shéma VF, mé-thode généralement utilisée sur les équations hyperboliques omme elles qui onstituent notremodèle. L'étude de la stabilité, de la régularité, et la onvergene du shéma vers la solution dumodèle Eudémis annuel sont établies. La méthode développée pour e modèle est transposableau modèle pluriannuel ainsi que les preuves sur les propriétés du shéma.Pour alléger les aluls, on simpli�e le modèle Lobesia botrana en supprimant l'équation modéli-sant la dynamique des mâles. Cette équation est la même que elle dérivant la dynamique desfemelles ave des onditions aux bords similaires. Le shéma numérique développé pour l'une oul'autre de es équations est par onséquent identique. On dénote par L l'âge maximal de vie detous les stades de développement a�n d'alléger les notations. Ces modi�ations n'a�etent pasla onstrution du shéma.
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60 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.5.1 Constrution du shéma numérique.Soit ∆t le pas de disrétisation en temps. On subdivise l'intervalle [0, T ] en Nt + 1 points tntels que pour n = 0 on ait t0 = 0 et pour n = Nt on ait tNt = T . Le alul de tn est donné par
tn = n∆t, n = 0,NtL'intervalle des âges est disrétisé en Na + 1 points ave la déomposition suivante

[0, L] = ∪i[ai− 1
2
, ai+ 1

2
[= ∪iCi i = 0,Na,où Ci est le volume de ontr�le à la maille i. Les points du maillage sont donnés par la formule

ai+ 1
2

= (i+
1

2
)∆a, i = 0,Na − 1,où ∆a est le pas de disrétisation en âge. Le volume de ontr�le C0 orrespond à l'intervalle

[0, ∆a
2 [ et elui pour i = Na à l'intervalle [L− ∆a

2 , L[.On suppose que la ondition initiale du modèle Lobesia botrana annuel est une fontion ontinueet dérivable. Sous es onditions, elle peut être approhée par la valeur moyenne sur haquemaille i
u

k,0
i =

1

∆a

∫

Ci

uk
0(x)dx, k = e, l, f.On note uk

∆ la solution approhée de l'équation dérivant la dynamique de la population du stade
k. Elle est dé�nie sur l'espae V k qui est égale à l'ensemble

uk(t, a) = u
k,n
i ≥ 0, (t, a) ∈ [tn, tn+1[×Ci, i = 1,Na, n > 0.Les fontions βk et mk sont approhées sur le maillage par les fontions βk

∆ et mk
∆. Sur le volume

Ci × [tn, tn+1[, elles sont égales à
βk(t, a) = β

k,n
i , mk(t, a) = m

k,n
i ,pour i = 0, Na et n > 0. A n ≥ 0 �xé, la solution alulée par le shéma pour l'équation assoiéeau stade de développement k est donnée par Uk,n 'est à dire (uk,n

1 , u
k,n
2 , ..., u

k,n
Na

)T .Le shéma VF s'obtient en intégrant les équations du modèle annuel (3.3) sur le domaine [0, T ]×
[0, L]. On dé�nit la ondition CFL par

0 <
∆t

∆a
max

k
vk
∞ ≤ 1, k = e, l, f.Le terme à droite de l'égalité pour haque équation du système (3.3) est traité en impliite, ainsila disrétisation d'une équation de e système s'érit

u
k,n+1
i =

u
k,n
i (1− ∆t

∆av
k,n
i ) + ∆t

∆av
k,n
i−1u

k,n
i−1

1 + ∆tmk,n+1
i + ∆tβk,n+1

i

, i = 1,Na,où le alul de uk,n+1
i à la maille 0 est donné par la relation

v
k,n+1
0 u

k,n+1
0 = ∆a

Na
∑

j=1

β
q,n+1
j u

q,n+1
j ,
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5.2 Analyse du shéma numérique. 61L'indie q désigne le stade de développement préédent le stade k. Le shéma omplet du modèleannuel s'érit alors




Be,n+1 0 0
0 Bl,n+1 0
0 0 Ef,n+1









U e,n+1

U l,n+1

Uf,n+1



 =





Ae,n 0 ∆aCf,n

∆aCe,n Al,n 0
0 ∆aC l,n Af,n









U e,n

U l,n

Uf,n



 (5.1)où Bk,n+1, Ef,n+1, Ak,n et Ck,n sont les matries dé�nies pour un stade de développement k etdonnées par
Bk,n+1 =

















1 + ∆t(mk,n+1
1 + β

k,n+1
1 ) 0 . . .

0 0

0
. . . ...... ...

0 . . . 1 + ∆t(mk,n+1
Na

+ β
k,n+1
Na

)















pour k = e, l,
Ef,n+1 =

















(1 + ∆tmf,n+1
1 ) 0 . . .

0 0

0
. . . ...... ...

0 . . . (1 + ∆tmf,n+1
Na

)

















Ak,n =

















(1− ∆t
∆av

k,n
1 ) 0 . . . . . . 0

∆t
∆av

k,n
1 (1− ∆t

∆av
k,n
2 ) 0 0

0
. . . . . . ...... ...

0 . . . . . . ∆t
∆av

k,n
Na−1 (1− ∆t

∆av
k,n
Na

)















pour k = e, l, f . En�n, Ck,n = (βk,n
1 , ..., β

k,n
Na

)T . Les matries Bk,n pour k = e, l et Ef,n sontdiagonales à oe�ients positives, elles sont don inversibles. Sous la ondition de la CFL, lesmatries Ak,n sont aussi dé�nies positives à diagonales inférieures, elles sont don inversibles.5.2 Analyse du shéma numérique.On étudie la positivité et la stabilité en temps et en âge de notre shéma numérique. Cespropriétés seront utilisées pour démontrer la onvergene du shéma vers la solution du modèle.Le premier lemme est onsaré à la positivité du shéma.On rappelle la dé�nition des normes disrètes sur l'espae ℜNa

‖Uk,n‖1 =

Na
∑

i=1

|uk,n
i |, ‖Uk,n‖∞ = sup

1≤i≤Na

|uk,n
i |
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62 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.et elle de la variation en âge d'un veteur de taille Na

Uk,n ∈ BV ([0, L])⇔
Na−1
∑

i=0

|uk,n
i+1 − u

k,n
i | ≤ c, c > 0.Par analogie aux hypothèses H 1-H 6 faites pour l'étude analytique du modèle, on a

H
′ 1

0 < v̄k < vk,n
∞ = ‖vk,n‖∞ < vk

∞ k = e, l, f,

H
′ 2
0 < βk,n

∞ = ‖βk,n‖∞ < βk
∞, ‖βk,n‖1 < βk

1 , βk,n ∈ BV ([0, L]), n = 0,Nt, k = e, l, f,

H
′ 3

0 < mk,n
∞ = ‖mk,n‖∞ < mk

∞, mk,n ∈ BV ([0, L]), n = 0,Nt, k = e, l, f,

H
′ 4

0 < ‖uk
0‖∞, ‖u

k
0‖1 <∞, uk

0 ∈ BV ([0, L]), n = 0,Nt, k = e, l, f.Lemme 2 Le shéma VF donné par (5.1) onserve la positivité 'est à dire que
(

u
e,n
i , u

l,n
i , u

f,n
i

)

≥ 0, i = 1,Na, n > 0,

⇒
(

u
e,n+1
i , u

l,n+1
i , u

f,n+1
i

)

≥ 0, i = 1,Na, n > 0.Preuve : Soit Uk,n+1 la solution du shéma numérique à l'instant n + 1 obtenue pour le stadede développement k. En valeur absolue, ette solution est égale à
|uk,n+1

i | = |
u

k,n
i (1− vk,n

i
∆t
∆a) + v

k,n
i−1

∆t
∆au

k,n
i−1

1 + ∆tmk,n+1
i + ∆tβk,n+1

i

|, i = 1,Na. (5.2)Les fontions démographiques sont stritement positives, par onséquent le dénominateur de(5.2) est stritement positif. La CFL nous informe que
0 ≤ 1− vk,n

i

∆t

∆a
≤ 1, i = 1,Na.Cette donnée nous permet de onlure sur la positivité du numérateur de la solution Uk,n+1

u
k,n
i (1− vk

i
∆t

∆a
) + v

k,n
i−1

∆t

∆a
u

k,n
i−1 > 0, i = 1,Na.On onlut alors que

u
k,n+1
i ≥ 0, i = 1, Na, k = e, l, f. �
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5.2 Analyse du shéma numérique. 63Lemme 3 Soit uk
0 ∈ L

1([0, L]) pour k = e, l, f . Le shéma VF donné par (5.1) est stable pourla norme disrète l1([0, L]) :
max

k
‖Uk,n‖1 ≤ cmax

k
‖uk

0‖1où c est une onstante positive.Preuve : Pour k égal à e, l, f , on onsidère la solution du shéma numérique sous la forme
u

k,n+1
i = u

k,n
i − ∆t

∆a(vk,n
i u

k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)−∆tβk,n+1

i u
k,n+1
i −∆tmk,n+1

i u
k,n+1
i .On prend la valeur absolue de ette équation puis on la somme sur toutes les mailles. Grâe à lapositivité du shéma on en déduit,

Na
∑

i=1

|uk,n+1
i | =

Na
∑

i=1

u
k,n
i −

∆t

∆a

Na
∑

i=1

v
k,n
i u

k,n
i +

∆t

∆a

Na−1
∑

i=0

v
k,n
i u

k,n
i

−∆t
Na
∑

i=1

β
k,n+1
i u

k,n+1
i −∆t

Na
∑

i=1

m
k,n+1
i u

k,n+1
i .Les deuxième et troisième termes s'annulent sauf aux mailles 0 et Na. Les deux dernières sommessont négatives et peuvent être majorées par 0. L'équation du dessus devient alors l'inégalitésuivante

Na
∑

i=1

|uk,n+1
i | ≤

Na
∑

i=1

u
k,n
i −

∆t

∆a
v

k,n
Na
u

k,n
Na

+
∆t

∆a
v

k,n
0 u

k,n
0 .La solution du stade de développement k à l'instant n et à la maille 0 est remplaée par sonexpression donnée dans 5.1 alors que elle à la maille Na est majorée par 0, on a

Na
∑

i=1

|uk,n+1
i | ≤

Na
∑

i=1

u
k,n
i + ∆t

Na
∑

i=1

β
q
i u

q,n
i ,où k est égal à e, l, f et l'indie q est égal à respetivement f, e, l. Cette inégalité est la mêmequelque soit la valeur du ouple d'indies (k, q), on pose alors

Fn = max
k
‖Uk,n‖1 et β∞ = max

k
βk
∞,l'inégalité devient

Fn+1 ≤ Fn + ∆tβ∞Fn.Par réurrene et en approhant enln(1+∆tβ∞) par en∆tβ∞ on a �nalement
Fn+1 ≤ F 0eTβ∞

.Le shéma est stable pour la norme l1([0, L]) ave c égal à eTβ∞ . �Lemme 4 Soit uk
0 ∈ L

∞([0, L]) pour k = e, l, f . Le shémas VF donné par (5.1) est stable pourla norme disrète l∞([O,L]) sous la ondition de CFL,
max

k
‖Uk,n‖∞ ≤ dmax

k
‖uk

0‖∞où d est une onstante positive.
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64 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.Preuve : Pour k égal à e, l, f , on onsidère la solution du shéma numérique sous la forme
u

k,n+1
i = u

k,n
i −

∆t

∆a
(vk,n

i u
k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)−∆tβk,n+1

i u
k,n+1
i −∆tmk,n+1

i u
k,n+1
i . (5.3)A partir du lemme (2), 'est à dire sous la ondition CFL, et en majorant les termes négatifs, lasolution du stade de développement k à l'instant n+ 1 et à la maille i di�érent de 1 devient

|uk,n+1
i | ≤ uk,n

i + ∆t
∆av

k,n
i−1u

k,n
i−1 −

∆t
∆av

k,n
i u

k,n
i . (5.4)La vitesse est une fontion Lipshitzienne de onstante positive vk
∞, 'est à dire

v
k,n
i−1 = v

k,n
i + vk

∞∆a, i = 1,Na.En injetant ette relation dans l'inégalité (5.4) et en prenant la borne supérieure sur toutes lesmailles i di�érentes de 1, on a
sup
i6=1
|uk,n+1

i | ≤ (1 + ∆tvk
∞) sup

i6=1
|uk,n

i |Par réurrene, on obtient la relation
max

k
{sup

i6=1
|uk,n+1

i |} ≤ eT maxk(vk
∞

) max
k
{sup

i6=1
|uk

0,i|}, k = e, l, f.A la maille 1, le shéma (5.3) s'érit
u

k,n+1
1 = u

k,n
1 −

∆t

∆a
v

k,n
1 u

k,n
1 + ∆t

Na
∑

j=1

β
q,n
j u

q,n
j −∆tβk,n+1

1 u
k,n+1
1 −∆tmk,n+1

1 u
k,n+1
1 ,où q désigne le stade de développement préédent le stade k. Sous la CFL et en prenant la bornesupérieure, on a

|uk,n+1
1 | ≤ (1 + ∆tβq

1) sup
1≤i≤Na

|uq,n
i |.Par réurrene, ette inégalité devient

max
k
{|uk,n+1

1 |} ≤ eT maxk(βk
1 ) max

k
{ sup
1≤i≤Na

|uk,n
i |}.Le lemme est alors démontré pour d égal à

d = max{eT maxk(vk
∞

), eT maxk(βk
1 )}. �Ces deux derniers lemmes montrent que le shéma n'explose pas même en temps long. On souhaiteà présent démontrer que la solution du système (5.1) onverge vers la solution du problème (3.3).Pour ela, on a besoin des deux lemmes suivants.Lemme 5 Soit uk

0 ∈ (L1 ∩ L∞)([0, L]) et uk
0 ∈ BV ([0, L]) alors, sous la ondition de CFL,

maxk

(

Uk,n
)

∈ BV ([0, L]) pour tous n > 0, préisément
max

k

(

Na
∑

i=0

|uk,n
i+1 − u

k,n
i |

)

≤ K1 max
k

(

Na
∑

i=0

|uk,0
i+1 − u

k,0
i |

)

K2 max
k
‖uk

0‖1 +K3 max
k
‖uk

0‖∞,pour n > 0 ave K1, K2 et K3 des onstantes positives indépendantes de n.
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5.2 Analyse du shéma numérique. 65Preuve : Pour alléger les aluls on pose hk,n
i égal à βk,n

i + m
k,n
i qui est positif sur toutes lesmailles i, et à tous les instants n. On onsidère la solution du shéma numérique du stade dedéveloppement k à l'instant n+ 1 et à la maille i sous la forme

u
k,n+1
i = u

k,n
i − ∆t

∆a(vk,n
i u

k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)−∆thk,n+1

i u
k,n+1
i . (5.5)La variation bornée en espae du veteur Uk,n+1 se déompose en deux termes de la façon suivante

Na−1
∑

i=0

|uk,n+1
i+1 − uk,n+1

i | =
Na−1
∑

i=1

|uk,n+1
i+1 − uk,n+1

i |+ |uk,n+1
1 − uk,n+1

0 |.On estime es termes l'un après l'autre. On ommene par la somme. On alule la di�érene dessolutions du stade de développement k à l'instant n + 1 donnée par l'équation (5.5) entre deuxmailles onséutives
u

k,n+1
i+1 − uk,n+1

i = (uk,n
i+1 − u

k,n
i )−

∆t

∆a
(vk,n

i+1u
k,n
i+1 − v

k,n
i u

k,n
i )

+
∆t

∆a
(vk,n

i u
k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)−∆t(hk,n+1

i+1 u
k,n+1
i+1 − hk,n+1

i u
k,n+1
i ).On pose δk,n+1

i+1 égal à uk,n+1
i+1 − uk,n+1

i de tel sorte que l'équation préédente s'érive
δ
k,n+1
i+1 = δ

k,n
i+1 −

∆t

∆a
v

k,n
i+1δ

k,n
i+1 +

∆t

∆a
v

k,n
i δ

k,n
i

−
∆t

∆a
(vk,n

i+1 − v
k,n
i )δk,n

i −
∆t

∆a
(vk,n

i+1 − 2vk,n
i + v

k,n
i−1)u

k,n
i−1

−∆thk,n+1
i+1 δ

k,n+1
i+1 −∆tuk,n+1

i (hk,n+1
i+1 − hk,n+1

i ).On multiplie haque terme de l'équation par sk,n+1
i qui est le signe de δk,n+1

i , puis on somme surles mailles allant de 1 à Na − 1

Na−1
∑

i=1

s
k,n+1
i+1 δ

k,n+1
i+1 =

Na−1
∑

i=1

s
k,n
i+1δ

k,n
i+1 −

∆t

∆a

Na−1
∑

i=1

vk
i+1s

k,n
i+1δ

k,n
i+1

+
∆t

∆a

Na−1
∑

i=1

vk
i s

k,n
i δ

k,n
i +

∆t

∆a

Na−1
∑

i=1

|vk
i+1 − v

k
i |s

k,n
i δ

k,n
i

+
∆t

∆a

Na−1
∑

i=1

|vk
i+1 − 2vk

i + vk
i−1|u

k,n
i−1 −∆t

Na−1
∑

i=1

|hk,n+1
i+1 |s

k,n+1
i+1 δ

k,n+1
i+1

+ ∆t

Na−1
∑

i=1

u
k,n+1
i |hk,n+1

i+1 − hk,n+1
i |.Cette dernière équation se simpli�e en additionnant les deuxième et troisième termes et enmajorant eux négatifs

Na−1
∑

i=1

s
k,n+1
i+1 δ

k,n+1
i+1 ≤

Na−1
∑

i=1

s
k,n
i+1δ

k,n
i+1 −

∆t

∆a
vk
Na
s
k,n
Na
δ
k,n
Na

+
∆t

∆a
vk
1s

k,n
1 δ

k,n
1

+ ∆tvk
∞

Na−1
∑

i=1

s
k,n
i δ

k,n
i + ∆tǫk‖uk,n‖1 + ∆t‖uk,n+1‖∞B

k,
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66 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.où Bk est la borne de la variation bornée du veteur hk,n pour tous les instants n et ǫk est donnéepar
|vk

i+1 − 2vk
i + vk

i−1| ≤ ǫ
k∆a, où, |dk,n

i − dk,n
i+1| ≤ ǫ

k.Par dé�nition, on a
Na−1
∑

i=1

s
k,n+1
i+1 δ

k,n+1
i+1 =

Na−1
∑

i=1

|δk,n+1
i+1 |.On déduit alors

Na−1
∑

i=1

|δk,n+1
i+1 | ≤

Na−1
∑

i=1

|δk,n
i+1|+

∆t

∆a
vk
∞|δ

k,n
1 |+ ∆tvk

∞

Na−1
∑

i=1

|δk,n
i |+ ∆tǫk‖uk,n‖1

+ ∆t‖uk,n+1‖∞B
k.On fait l'estimation du terme de bord. La di�érene des solutions du stade de développement kà l'instant n+ 1 entre les mailles 1 et 0, 'est à dire l'estimation de δk,n+1

1 , est égal à
δ
k,n+1
1 = δ

k,n
1 − (uk,n+1

0 − uk,n
0 )−

∆t

∆a
v

k,n
1 δ

k,n
1

+
∆t

∆a
(vk,n

0 − vk,n
1 )uk,n

0 −∆thk,n+1
1 u

k,n+1
1 .On multiplie haque terme par sk,n+1

1 qui est le signe de δk,n+1
1

s
k,n+1
1 δ

k,n+1
1 = s

k,n
1 δ

k,n
1 − (uk,n+1

0 − uk,n
0 )−

∆t

∆a
v

k,n
1 s

k,n
1 δ

k,n
1

+
∆t

∆a
(vk,n

0 − vk,n
1 )uk,n

0 −∆thk,n+1
1 u

k,n+1
1 .Sahant que sk,n+1

1 δ
k,n+1
1 est égal à |δk,n+1

1 |, on a
|δk,n+1

1 | ≤ |δk,n
1 |+ |u

k,n+1
0 − uk,n

0 |+ ∆tvk
∞‖u

k,n‖∞ −
∆t

∆a
v

k,n
1 s

k,n
1 δ

k,n
1L'estimation du deuxième terme de ette équation est donnée par

|uk,n+1
0 − uk,n

0 | ≤
‖βq,n‖∞
v̄k

Na
∑

i=1

|uq,n+1
i − uq,n

i |∆a (5.6)
+

(

2
β

q
∞v

q
∞

(v̄k)2

) Na
∑

i=1

|uq,n
i |∆a.A partir de (5.5), la première somme de (5.6) s'exprime en fontion de δq,n

i ,
Na
∑

i=1

|uq,n+1
i − uq,n

i |∆a ≤ ∆tvq
∞
∑Na

i=1 |δ
q,n
i |+ v

q
∞∆t‖uq,n‖∞ (5.7)alors que la deuxième somme est donnée par

Na
∑

i=1

|uq,n
i |∆a ≤ ‖u

q
0‖1 + ∆tvq

∞‖u
q,n‖∞ (5.8)
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5.2 Analyse du shéma numérique. 67Finalement, l'estimation de la variation bornée est égal à
Na−1
∑

i=0

|δk,n+1
i+1 | ≤

Na−1
∑

i=1

|δk,n
i+1|+ ∆tvk

∞

Na−1
∑

i=0

|δk,n
i |+ ∆tǫk‖uk,n‖1

+ ∆tBk‖uk,n+1‖∞ + |uk,n+1
0 − uk,n

0 |+ ∆tvk
∞‖u

k,n‖∞,où l'avant dernier terme est dé�nit par (5.6)-(5.7) et (5.8). On pose
Fn = max

k
BV (uk,n), H = max

k
Bk, v̄ = max

k
v̄k, E = max

k
ǫk,l'inégalité du dessus devient

Fn+1 ≤ Fn(1 + 2∆tmax
k

vk
∞) + ∆tEmax

k
‖uk,n‖1

+ ∆tH max
k
‖uk,n+1‖∞ + ∆tmax

k
vk
∞ max

k
‖uk,n‖∞

(

H

v̄
+ η

)

+ ηmax
k
‖uk

0‖∞,où η = 2maxk(βk
∞

)v∞
(v̄)2

est stritement positif. Grâe aux lemmes (3) et (4) préédents, on déduitque
Fn+1 ≤ Fn

[

1 + 2∆tmax
k

vk
∞

]

+ ∆tC1 max
k
‖uk

0‖1 + ∆tC2 max
k
‖uk

0‖∞où C1 = Ed, et C2 = Hc + cmaxk v
k
∞

(

H
v̄ + η

)

+ η sont des onstantes stritement positives etindépendantes de n. Par réurrene,
Fn+1 ≤ F 0

[

1 + 2∆tmax
k

vk
∞

]n

+ ∆tD

n
∑

i=1

[

1 + 2∆tmax
k

vk
∞

]i−1ave D = C1 maxk ‖u
k
0‖1 + C2 maxk ‖u

k
0‖∞. Le terme 2maxk v

k
∞ est stritement positive, ondéduit que le veteur maxk U

k,n est à variation bornée, 'est à dire
Fn+1 ≤ K1F

0 +K2 max
k
‖uk

0‖1 +K3 max
k
‖uk

0‖∞où K1 = e2T maxk vk
∞ , K2 = TC1e

2T maxk vk
∞ et K2 = TC2e

2T maxk vk
∞ .�Le lemme suivant permet d'obtenir la variation bornée en temps de la solution approhée, pro-priété néessaire pour la preuve du théorème de onvergene.Lemme 6 Soit uk

0 ∈ (L1([0, L]) ∩ L∞([0, L])) et uk
0 ∈ BV ([0, L]) alors, sous la ondition deCFL, on a

max
k
‖uk,n+1 − uk,n‖1 ≤ L1 max

k
‖uk

0‖∞

L2 max
k
‖uk

0‖1 + L3 max
k
‖uk

0‖∞,pour tous n stritement positifs ave L1, L2 et L3 des onstantes positives indépendantes de n.
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68 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.Preuve : Pour alléger les aluls on pose hk,n
i égal à βk,n

i + m
k,n
i qui est positif sur toutes lesmailles i, et à tous les instants n. La di�érene des solutions du stade de développement k à lamaille i entre les instants n+ 1 et n s'érit, d'après l'équation (5.5)

u
k,n+1
i − uk,n

i = −
∆t

∆a
v

k,n
i (uk,n

i − uk,n
i−1)−

∆t

∆a
u

k,n
i−1(v

k,n
i − vk,n

i−1)

−∆thk,n+1
i u

k,n+1
i .On prend la valeur absolue de ette dernière équation, puis on la somme sur les mailles allant de1 à Na,

Na
∑

i=1

|uk,n+1
i − uk,n

i | ≤
∆t

∆a
vk
∞

Na
∑

i=1

|uk,n
i − uk,n

i−1|+ ∆tvk
∞‖u

k,n‖1 + ∆thk
∞‖u

k,n+1‖1.D'après les lemmes (3) et (5) et en supposant la CFL véri�ée, on a
max

k

Na
∑

i=1

|uk,n+1
i − uk,n

i | ≤ K1F
0 + (K2 + ∆tmax

k
vk
∞d)max

k
‖uk

0‖1 +K3 max
k
‖uk

0‖∞où toutes les onstantes sont stritement positives. �5.3 Convergene L
1 du shéma VF.Pour obtenir la onvergene des shémas on se sert du théroème de ompaité d'Helly (Brezis,1983).Théorème 2 Soit uk

0 ∈ (L1([0, L]) ∩ L∞([0, L])) et uk
0 ∈ BV ([0, L]) pour tous k égal à e, l, f .Soit les fontions uk

∆ alulées par le shéma (5.1) sous la ondition de CFL. Dès que les pas dedisrétisation tendent vers la valeur nulle alors on peut extraire une sous suite qui onverge vers
uk et ette limite est solution faible du problème (3.3)-(3.4)-(3.5) pour tous k égal à e, l, f .Preuve : On démontre e théorème en deux étapes. Dans la première on prouve la onvergenedu shéma vers une limite qui est bornée et à dérivées bornées. Puis dans un deuxième temps,on montre que ette solution véri�e

∫ T

0

∫ L

0

(

∂tu
k
∆ + ∂a(v

k(t, a)uk
∆(t, a)) + hk(t, a)uk

∆(t, a)
)

φ(t, a) = 0, (5.9)pour toutes fontions tests φ dans l'espae de fontions D([0, L] × [0, T ]) ave hk(t, a) égal à
mk(t, a) + βk(t, a), pour k égal à e, l, et hf (t, a) donnée par mf (t, a).Etape 1 : Soit πuk

∆ l'interpolée de degré un de la fontion uk
∆. Elle est dé�nie sur le domaine

[0, T ]× [0, L] par
Πuk

∆(t, a) = u
k,n
i + (uk,n

i+1 − u
k,n
i )

a− ai

∆a
+ (uk,n+1

i − uk,n
i )

t− tn

∆t

(uk,n+1
i+1 − uk,n+1

i − uk,n
i+1 + u

k,n
i )

(a− ai)(t− t
n)

∆t∆a
.
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5.3 Convergene L1 du shéma VF. 69Cette fontion est bornée et ontinuement di�érentiable. D'après son expression et les lemmes(5) et (6) la variation totale est elle aussi bornée
TV (Πuk

∆) = ‖∂tΠu
k
∆‖L1 + ‖∂aΠu

k
∆‖L1

=
1

∆a∆t

Nt+1
∑

n=1

Na
∑

i=1

∫ tn+1

tn

∫ xi−
1
2

xi+
1
2

|∂tΠu
k
∆(t, a)|dadt

+
1

∆a∆t

Nt+1
∑

n=1

Na
∑

i=1

∫ tn+1

tn

∫ xi−
1
2

xi+
1
2

|∂aΠu
k
∆(t, a)|dadt.A partir du théorème de ompaité d'Helly on en déduit qu'il existe une sous suite de Πuk

∆ quionverge dans L1([0, L]× [0, T ]) vers uk. De plus, ette solution est telle que uk est dans l'espae
BV ([0, L] × [0, T ]) et uk est une fontion bornée en temps et en âge.Etape 2 : On montre à présent que la limite obtenue est solution faible. Soit la fontion φ dansl'espae des fontions C1([0, T ]× [0, L]) à support ompat. Elle est approhée sur le volume deontr�le [tn, tn+1[×Ci par

φn
i ∼

∫ tn+1

tn

∫ xi+
1
2

xi−
1
2

φ(t, a)

∆a∆t
dadt,pour tous i allant de 1 à Na et à haque instant n. On multiplie les équations du shéma VF par

∆aφn
i puis on somme sur toutes les mailles i et tous les instants n. Pour les équations du stadede développement k, on a

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a(uk,n+1
i − uk,n

i )φn
i +

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a
∆t

∆a
(vk,n

i u
k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)φ

n
i =

−
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a∆thk
i u

k,n+1
i φn

i . (5.10)Le premier terme de ette somme est égale à
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a(uk,n+1
i − uk,n

i )φn
i = −∆a

Nt−1
∑

n=1

Na
∑

i=1

u
k,n
i (φn

i − φ
n−1
i )−∆a

Na
∑

i=1

u
k,0
i φ0

i ,'est à dire en utilisant les dé�nitions des approximations
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a(uk,n+1
i − uk,n

i )φn
i = −

∫ T

∆t

∫ L

0
uk

∆(t, a)
φ(t, a) − φ(a, t−∆t)

∆t
dadt

−∆a
Na
∑

i=1

u
k,0
i φ0

i = −

∫ L

0
uk

0(a)φ(0, a)da.Le deuxième terme de ette même somme se déompose en
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆t(vk,n
i u

k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)φ

n
i = −∆t

Nt−1
∑

n=0

Na−1
∑

i=1

v
k,n
i u

k,n
i (φn

i+1 − φ
n
i )

+∆t

Nt−1
∑

n=0

v
k,n
Na
u

k,n
Na
φn

Na
−∆t

Nt−1
∑

n=0

v
k,n
0 u

k,n
0 φn

1 ,
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70 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.ou enore
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆t(vk,n
i u

k,n
i − vk,n

i−1u
k,n
i−1)φ

n
i = −

∫ T

0

∫ 3∆a
2

∆a
2

vk(t, a)uk(t, a)φ(t, a)

∆a
dt

−

∫ T

0

∫ L

0
vk(t, a)uk

∆(t, a)
φ(t, a + ∆a)− φ(t, a)

∆a
dadt

+

∫ T

0

∫ L

L−∆a
2

vk(t, a)uk
∆(t, a)φ(t, a)

∆a
dadt.En�n le dernier terme de la somme est lui égale à

−
Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

∆a∆thk,n+1
i u

k,n+1
i φn

i = −

∫ T

0

∫ L

0
βk(t+ ∆t, a)uk

∆(t+ ∆t, a)φ(t, a)dadt.On fait tendre les pas de disrétisation vers la valeur nulle, l'équation (5.10) est égale à
−

∫ T

0

∫ L

0
uk

∆(t, a)
(

∂tφ(t, a) + vk(t, a)∂aφ(t, a)− hk(t, a)φ(t, a)
)

dadt

−

∫ L

0
uk

0(a)φ(0, a)da −

∫ T

0
vk(t, 0)uk(t, 0)φ(t, 0)dt = 0.En appliquant une intégration par partie sur haque terme on obtient la relation (5.9), ue

∆, ul
∆et uf

∆ sont alors solutions faibles du problème (3.3)-(3.4)-(3.5).5.4 Continuité des shémas par rapport aux paramètres.On démontre ii d'autres propriétés sur le shéma (5.1) qui seront utiles dans l'étude numé-rique des problèmes d'estimation des paramètres du modèle Eudémis. Tout d'abord, on simpli�eles fontions du modèle omme suit
vk(t, a) = 1, βk(t, a) = βk(a), mk(t, a) = mk(a)pour k égal à e, l, f . Dans e as, la CFL est satisfaite si le quotient ∆t

∆a est dans l'intervalle
[0, 1]. On note ũk,n et uk,n les veteurs obtenus à l'itération n par le shéma numérique VF averespetivement omme fontion β̃k

∆ et βk
∆ pour k égal à e, l. On dé�nit l'ensemble

K∆ = {β(a) = βi, i ∈ Ci, 0 ≤ βi ≤ β̄, ∀i = 1,Na}.Lemme 7 Il existe une onstante positive C indépendante de Na et Nt tel que
‖ue,n+1 − ũe,n+1‖∞ ≤ C‖β

e
∆ − β̃

e
∆‖∞,où βe

∆ et β̃e
∆ sont dans K∆ et la CFL est satisfaite. La onstante C dépend préisément desonstantes β̄, L, T et de la ondition initiale ue

0.Preuve : Soit ǫ = ‖βe
∆ − β̃

e
∆‖∞ et soit Nt arbitrairement �xé. Il su�t de montrer qu'il existeune onstante C tel que

max
i,n
|ue,n+1

i − ũe,n+1
i | ≤ Cǫ.
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5.4 Continuité des shémas par rapport aux paramètres. 71Soit ξe,n
i = ũ

e,n
i − u

e,n
i , pour tous les n positifs, on a

ξn+1
i = ξn

i (1−
∆t

∆a
) + ξn

i−1

∆t

∆a
−∆t(β̃iξ

n+1
i + un+1

i (β̃i − βi)).En admettant que la CFL est véri�ée, ette inégalité devient,
ξn+1 ≤ ξn + ∆tβ̄ξn+1 + ∆tM‖β̃ − β‖∞,où ξn = Maxi|ξ

n
i |. Par réurrene on a

ξn+1 ≤ ξ0eT β̄ + TMǫeT β̄Par dé�nition, ξ0 est nulle, on pose C égal àMTeT β̄. �Soient Me et M l les onstantes positives tel que
max
i,n
|ue,n

i | ≤M
e et max

i,n
|ul,n

i | ≤M
l.Lemme 8 Il existe des onstantes positives C1 et C2 indépendantes de Na et Nt tel que

‖ul,n+1 − ũl,n+1‖∞ ≤ C1‖β
l
∆ − β̃

l
∆‖∞ +C2‖β

e
∆ − β̃

e
∆‖∞où (βe

∆, β
l
∆) et (β̃e

∆, β̃
l
∆) sont dansK∆ et la CFL est satisfaite. La onstante C dépend préisémentdes onstantes β̄, L, T et de la ondition initiale φ.Preuve : Soient ǫl = ‖βl

∆ − β̃
l
∆‖∞ et ǫe = ‖βe

∆ − β̃
e
∆‖∞. Il su�t de montrer qu'il existe uneonstante C tel que

max
i,n
|ul,n+1

i − ũl,n+1
i | ≤ C1ǫ

l + C2ǫ
e.On fait la preuve pour i égal à 1 seulement ar dans les autres as (i 6= 1) la preuve est identiqueà elle faite dans le lemme (7). Soit ξl,n

1 = ũ
l,n
1 − u

l,n
1 , pour n supérieur ou égal à 1 on a

ξ
l,n+1
1 = ξ

l,n
1 (1−

∆t

∆a
) + ∆t∆a

Na
∑

i

(βe
i u

e,n
i − β̃

e
i ũ

e,n
i )−∆t(β̃l

1ξ
l,n+1
1 + u

l,n+1
1 (β̃l

1 − β
l
1)).Soit maintenant

ξe,n = max
i
|ue,n

i − ũe,n
i |,en admettant que la CFL est véri�ée, on a

|ξl,n+1
1 | ≤ |ξl,n

1 |(1−
∆t

∆a
) + ∆tβ̄l|ξl,n+1

1 |+ ∆tM l‖β̃l − βl‖∞

+ ∆t∆a

Na
∑

i

β̄eξe,n + ∆t∆a

Na
∑

i

Me‖βe − β̃e‖∞.D'après le lemme (7), on déduit
|ξl,n+1

1 |(1−∆tβ̄l) ≤ |ξl,n
1 |+ ∆tM l‖β̃l − βl‖∞

+ (∆tLβ̄eC + ∆tLMe)‖βe − β̃e‖∞.
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72 Analyse numérique du modèle Lobesia botrana.Par réurrene on a
|ξl,n+1

1 | ≤
|ξl,0

1 |

(1−∆tβ̄l)Nt
+

TM l

(1−∆tβ̄l)Nt
‖β̃l − βl‖∞

+
TLβ̄eC + TLMe

(1−∆tβ̄l)Nt
‖βe − β̃e‖∞.En approhant (1−∆tβ̄l)−Nt par eT β̄l , on a

|ξl,n+1
1 | ≤ |ξl,0

1 |e
T β̄l

+ TM leT β̄l

‖β̃l − βl‖∞

+ (TLβ̄eC + TLM e)eT β̄l

‖βe − β̃e‖∞.Par dé�nition ξl,0 est nul, on pose C1 = TM leT β̄l et C2 = (TLβ̄eC + TLM e)eT β̄l

‖βe alors
|ξl,n+1

1 | ≤ C1‖β̃
l − βl‖∞ +C2‖β

e − β̃e‖∞.Lemme 9 Il existe des onstantes positives D, D1 et D2 indépendantes de Na et Nt tel que
‖ue,n+1 − ũe,n+1‖∞ ≤ D‖m

e
∆ − m̃

e
∆‖∞

‖ul,n+1 − ũl,n+1‖∞ ≤ D1‖m
l
∆ − m̃

l
∆‖∞ +D2‖m

e
∆ − m̃

e
∆‖∞où (me

∆,m
l
∆) et (m̃e

∆, m̃
l
∆) sont dans K∆ et la CFL est satisfaite. La onstante C dépend préi-sément des onstantes β̄, L, T et de la ondition initiale ul

0.Preuve : La démonstration est équivalente à elle des lemmes (7) et (8).
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Deuxième partieEstimation des paramètres du modèleLobesia botrana.
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75Dans ette partie, on estime les paramètres du modèle Lobesia botrana annuel à partir dedonnées expérimentales. Les expérienes réalisées en onditions ontr�lées permettent de mesurerle temps de développement de l'insete dans les stades oeuf, larve et papillon, mais aussi le tauxde mortalité, le taux de féondité et le sex ratio. Le temps de développement de la populationest alulé à partir de la distribution dans le temps des individus, 'est à dire à partir de ladynamique temporelle de ette population. On dispose alors de données temporelles sur la dyna-mique d'émergene, ou la distribution dans le temps de la première apparition du papillon, de ladynamique d'élosion, ou la répartition au ours du temps de l'élosion des L1 et la dynamiquede ponte qui orrespond à la naissane des oeufs en fontion du temps. Des distributions enâge sont mesurées à un instant préis sur les henilles. Ces mesures informent sur le temps dedéveloppement du stade larve et hrysalide et donnent la répartition des larves en fontions desstades larvaires L1, à L5. A partir de toutes es données expérimentales, on tente de dé�nir lesparamètres du modèle dé�nit en (3.3)-(3.4)-(3.5). Ces mesures ont été obtenues dans des ondi-tions limatiques et environnementales onstantes, les paramètres du modèle Lobesia botranaannuel se simpli�ent de la manière suivante










































E(t) = E0,

vk(E(t), a) = 1, a ∈ [0, Lk], k = e, l, f,m,

mk(E(t), a) = mk(a), a ∈ [0, Lk], k = e, f,m,

ml(P l(t), E(t), a) = ml(a), a ∈ [0, Ll],

βk(E(t), a) = βk(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l,

βf (P f (t), Pm, E(t), a) = βf (a), a ∈ [0, Lf ],où Lk est l'âge maximal de vie dans le stade de développement k. On suppose que es fontionsvéri�ent les hypothèses (H1)-(H6) données dans le hapitre 4 pour E(t) onstant et égal à E0.On herhe simultanément, dans les hapitres suivants, le taux d'élosion, le taux d'émergene,le taux de ponte et les taux de mortalité.

Fig. 5.1: Élevage d'Eudémis de la vigne de l'UMR INRA Santé Végétale basé à Villenaved'Ornon (photo INRA).
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Chapitre 6Estimation du taux d'élosion.On souhaite déterminer dans e hapitre le taux d'élosion, βe, en fontion de l'âge des in-dividus. On utilise alors les données expérimentales liées à la dynamique d'élosion et obtenuesen eneintes limatiques. Cette expériene débute ave une population d'oeufs nés le même jouret onsiste à mesurer le temps qui leur est néessaire pour devenir des larves. On en déduit ladynamique d'élosion des jeunes larves en fontion du temps et la durée moyenne de développe-ment d'un oeuf sous des onditions de 60% d'humidité et une température onstante de 20�C. Ledéveloppement de ette ohorte peut être modélisé par l'équation aux dérivées partielles suivante










∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), a ∈ [0, L], t ∈ [0, T ]

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, L]

ue(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ]

(6.1)où ue est la densité d'individus oeufs, L est l'âge maximal de vie d'un oeuf et T le temps �nalde l'expériene. On néglige le taux de mortalité dans ette équation ar la quantité d'individusdéédant dans ette expériene est très faible. La dynamique d'élosion au ours du temps estmodélisée dans l'équation suivante
qexp(t) =

∫ L

0
βe(a)ue(t, a)da, t ∈ [0, T ], (6.2)où qexp est la donnée expérimentale. La ondition de renouvellement de la population oeuf estnulle à haque instant par e qu'il n'y pas d'introdution de nouveaux oeufs au ours de l'expé-riene. On suppose que la donnée expérimentale véri�e la ondition suivanteH 7 La donnée expérimentale qexp est une fontion bornée, non négative par rapport à la variabletemps.6.1 Formulation du problème d'estimation.On herhe le taux de transition βe satisfaisant l'équation (6.2). La densité oeuf ue est déter-minée dans le système (6.1) par le taux d'élosion βe et la donnée initiale ue

0. On herhe alorsun ouple de fontions (βe, ue) véri�ant l'équation (6.2). Pour arriver à ette �n, on formule un
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78 Estimation du taux d'élosion.problème de moindres arrés qui s'érit
[P1] =























































Minβe∈K

∫ T
0

[

∫ L
0 βe(a)ue(t, a)da − qexp(t)

]2
dt,où ue est solution de











∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a),

ue(t, 0) = 0, t > 0,

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, L].Le domaine K est l'ensemble des solutions admissibles et est donné par

K = {β(a) ∈ L∞([0, L]); 0 < β ≤ β ≤ β̂}.On note la fontion oût du problème d'estimation J (βe) et Ω le domaine [0, L] × [0, T ].Théorème 3 Le problème [P]1 admet au moins un optimum.Preuve : Soit d la borne inférieure de la fontion oût telle que 0 ≤ d < +∞. Soit {βe
n}, où nest un entier non nul, une suite minimisante telle que

d < J (βe
n) ≤ d+

1

n
, (6.3)où la valeur de la fontion oût pour ette solution est donnée par

J (βe
n) =

∫ T

0

[
∫ L

0
βe

n(a)ue(t, a)da − qexp(t)

]2

dt.La suite {βe
n} appartient à l'espae K, par onséquent il existe une sous suite {βe

nk
}k de {βe

n}nqui onverge faiblement vers β∗ dans l'espae L2([0, L]). La densité ue est dépendante de la suite
{βe

nk
}k, on la note {ue

nk
}k et est donnée par
ue

nk
(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
βe

nk
(s)ds

, a > t,

0 a ≤ t.Cette suite est bornée dans l'espae L2(Ω). La suite de fontions βe
nk

onverge faiblement vers
β∗ dans l'espae L2([0, L]), par onséquent,

∫ a

a−t
βe

nk
(s)ds =

∫ L

0
βe

nk
(s)χ[a,a−t](s)ds −−−−→

k→+∞

∫ L

0
βe
∗(s)χ[a,a−t](s)ds =

∫ a

a−t
βe
∗(s)ds.La limite de la suite {ue

nk
}k est don égale à

u∗(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
β∗(s)ds, a > t,

0 a ≤ t.Finalement, la fontion oût au point βe
nk

onverge vers
J (βe

nk
) =

∫ T

0

[
∫ L

0
βe

nk
(a)ûe

nk
(t, a)da − qexp(t)

]2

dt

−−−−→
k→+∞

∫ T

0

[
∫ L

0
β∗(a)u∗(t, a)da − qexp(t)

]2

dt = J (β∗),et J (β∗) = d ave (6.29). �
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6.2 Résolution du problème d'estimation. 796.2 Résolution du problème d'estimation.Le problème [P1] onsiste à minimiser une fontionnelle quadratique sous ertaines ontraintes,il est don naturel de herher à imposer es ontraintes au moyen d'un multipliateur de La-grange, transformant le problème en un problème de point-selle. Soient p la variable duale et Sle veteur (ue, βe, p) dé�nit dans L2(Ω)×K × L2(Ω). Le Lagrangien s'érit au point S
L(S) = J (βe) +

∫ T

0

∫ L

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue] p(t, a)dadt.D'après les onditions de Karush-Kuhn-Tuker, le veteur S∗, qui est donné par (u∗, β∗, p∗), estun optimum de L si

∂L(S∗)

∂p
=
∂L(S∗)

∂ue
=
∂L(S∗)

∂βe
= 0.Le alul de la dérivée première du Lagrangien par rapport à la variable duale p donne lapremière équation du problème d'évolution (6.1). En résolvant ette équation par la méthode desaratéristiques, on obtient une solution expliite de u∗ pour tous t et a en fontion de β∗. Leproblème adjoint est obtenu en dérivant le Lagrangien au point S∗ par rapport à ue. Au point Sla dérivée s'érit

<
∂L(S)

∂ue
, v >L2(Ω) =<

∂J

∂ue
, v >L2(Ω) − < (∂tp+ ∂ap− β

ep), v >L2(Ω)

+

∫ L

0
(pv)(T, a)da +

∫ T

0
(pv)(t, L)dt,où le alul de la dérivée de la fontion oût par rapport à la variable d'état ue est

<
∂J

∂ue
, v >L2(Ω)= 2

∫ T

0

(∫ L

0
βeueda

)(∫ L

0
βevda

)

dt − 2

∫ T

0
qexp(t)

∫ L

0
βevdadt,quelque soit v dans l'espae L2(Ω) tel que v(t, 0) = 0 et v(0, a) = 0. Au point S∗, on déduit leproblème adjoint suivant

{

− ∂
∂tp

∗(t, a) − ∂
∂ap

∗(t, a) + β∗(a)p∗(a, t) = 2β∗(a)
(

qexp(t)−
∫ L
0 β∗(a)u∗(t, a)da

)

,

p∗(T, a) = p∗(t, L) = 0.
(6.4)C'est un problème d'évolution qui admet une solution exate, on la trouve ave la méthode desaratéristiques

p∗(t, a) =

{

−2
∫ T
t e−

R s

t
β∗(τ)dτβ∗(a)f∗(s)ds, a > t,

−2
∫ L
a e−

R s

t
β∗(τ)dτβ∗(s)f∗(t)ds, a ≤ t,

(6.5)pour tous t ∈ [0, T ] et f∗(s) =
∫ L
0 β∗(a)u∗(s, a)da − qexp(s). On a les formules expliites desvariables u∗ et p∗ de l'optimum S∗ qui dépendent du ontr�le β∗. Déterminons, à présent, unerelation pour β∗ en alulant la dérivée du Lagrangien par rapport à βe. Pour toutes fontions

h dans l'espae L2([0, L]) telles que h(0) = h(L) = 0, la dérivée est
<
∂L(S)

∂βe
, h >L2(Ω) =<

∂J (βe)

∂βe
, h >L2(Ω) + < uep, h >L2(Ω),

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



80 Estimation du taux d'élosion.où
<
∂J (βe)

∂βe
, h >L2(Ω) = 2 < ue

(
∫ L

0
βeueda− qexp(t)

)

, h >L2(Ω) .Le veteur S∗ est un optimum du problème [P1] si et seulement si le gradient de la fontionLagrangienne est nulle à e point. L'optimum S∗ satisfait alors l'équation suivante
2

∫ L

0
β∗(a)u∗(t, a)da+ p∗(t, a) = 2qexp(t), (6.6)où p∗ est donné par l'équation (6.5) et la variable u∗ est égale à

u∗(t, a) = ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
β∗(s)ds, a > t.L'équation (6.6) est non linéaire par rapport au ontr�le optimal β∗, il est don di�ile de aluleranalytiquement le taux d'élosion pour ette observation.6.3 Le problème disret.On herhe la solution du problème [P1] à l'aide de méthodes numériques. Pour ela, ondisrétise l'intervalle de la variable temporelle [0, T ] en Nt + 1 points tels que

tn = n∆t n = 0,Nt,où ∆t est le pas de disrétisation en temps. Le domaine en âge [0, L] est déomposé en Na + 1intervalles tel que
[0, L] = Ui[ai− 1

2
, ai+ 1

2
[, i = 0,Na.On note Ci le volume de ontr�le à la maille i qui est donné par [ai− 1

2
, ai+ 1

2
[. Les mailles ai− 1

2sont alulées selon la formule
ai− 1

2
= (i−

1

2
)∆a, i = 1,Na − 1où ∆a est le pas de disrétisation en âge. Les volumes de ontr�le C0 et CNa sont respetivementégaux aux intervalles [0, ∆a

2 [ et [L− ∆a
2 , L[.On hoisit d'approher l'équation hyperbolique du système (6.1) par un shéma volume �nis(VF)

u
e,n+1
i =

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + u
e,n
i−1

∆t
∆a

1 + ∆tβe
i

, i = 1,Na, n = 0,Nt− 1,

u
e,0
i = ue

0,i, i = 1, Na, (6.7)
u

e,n
0 = 0, n = 0, Nt,où u

e,n
i représente l'approximation de la fontion ue sur le domaine [tn, tn+1[×Ci et ue

0,i estla valeur moyenne sur le volume de ontr�le Ci de la donnée initiale ue
0. Les propriétés de eshéma ont été étudiées dans le hapitre 5 de ette thèse. On a montré que la solution de eshéma onverge vers la solution faible du problème (6.1). A partir de e maillage, on approhela fontion oût du problème d'optimisation [P1] de la façon suivante

J∆(β∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i − qn

exp

]2
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6.3 Le problème disret. 81où ue,n
i est alulé par le shéma VF, pour tous i allant de 1 à Na et pour tous n allant de 0à Nt, et qn

exp est l'approximation de la fontion qexp sur le domaine t ∈ [tn, tn+1[, pour tous nallant de 0 à Nt. On herhe la fontion β∆ dans l'espae des solutions
K∆ = {β(a) = βi, a ∈ Ci, 0 ≤ βi ≤ β̄, i = 1,Na}qui est l'approximation de l'espae des fontions K. Le problème disret de [P1] est

[P1]∆ =























































J∆(β∆) = Ming∆∈K∆
J∆(g∆)où ue,n

i est alulé pour i = 0,Na et n = 0,Nt par
u

e,n+1
i =

ue,n
i (1− ∆t

∆a
)+ue,n

i−1
∆t
∆a

1+∆tβe
i

, i = 1,Na, n = 0,Nt− 1,

u
e,0
i = ue

0,i, i = 1,Na,

u
e,n
0 = 0, n = 0,Nt.On étudie d'abord l'existene de solution pour e problème disret.Théorème 4 Le problème [P1]∆ admet au moins une solution.Preuve : Soit d la borne inférieure de la fontion oût J∆(β∆). Soit {βk

∆}, où k est un entiernon nul, une suite minimisante appartenant à l'espae K∆ telle que
d < J∆(βk

∆) ≤ d+
1

k
.La valeur de la fontion oût au point βk

∆ est donnée par
J∆(βk

∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

βk
i u

e,n
i (βk

∆)− qn
exp

]2

,où ue,n
i (βk

∆) est la solution du shéma VF (6.7) pour β∆ égal à βk
∆ pour tous i allant de 1 à Naet pour tous n allant de 0 à Nt.La suite {βk

∆}k est bornée, d'après le théorème de B.W, on peut en extraire une sous suite, notée
{βkn

∆ }kn
qui onverge vers β∗∆. Cette limite est dans l'espae K∆. Le lemme (7) du hapitre 5nous assure que

|ue,n
i (βk

∆)− ue,n
i (β∗∆)| ≤ C|βk

i − β
∗
i | −−−−→

k→+∞
0.On déduit alors que

J∆(βk
∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

βk
i u

e,n
i (βk

∆)− qn
exp

]2

= ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
e,n
i (βk

∆)(βk
i − β

∗
i ) + β∗i (ue,n

i (βk
∆)− ue,n

i (β∗∆))

]2

+ ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β∗i u
e,n
i (β∗∆)− qn

exp

]2

−−−−→
k→+∞

∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β∗i u
e,n
i (β∗∆)− qn

exp

]2

= J∆(β∗∆) = d. �
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82 Estimation du taux d'élosion.Dans le prohain paragraphe, on véri�e que la solution du problème disret [P1]∆ onverge versla solution du problème ontinu [P1]. Mais aussi que la valeur prise par la fontion oût disrèteà l'optimum onverge vers elle de la fontion toujours à l'optimum mais du problème ontinu.On se donne, pour l'analyse numérique suivante, la borne uniforme de la fontion approhée de
qexp qui est une onstante positive notée Q.6.3.1 Résolution du problème disret.On résout le problème disret [P1]∆ ave une méthode de desente de Quasi-Newton. Laonstrution de e shéma néessite le alul du gradient de la fontion oût. On le alule àpartir de la fontion Lagrangienne. Soient λ∆ la variable duale et S le veteur égal à (β∆, u∆, λ∆)où

u∆ = {ue,n
i }, i = 0, Na, n = 0,Nt, et λ∆ = {λn

i }, i = 1,Na, n = 0,Nt.Le Lagrangien s'érit au point S
L∆(S) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a
Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i − q

n
ext

]2

+

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

λn
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + u
e,n
i−1

∆t
∆a

1 + ∆tβe
i

)

.On herhe la solution du problème [P1]∆ en alulant le gradient du Lagrangien. En e�et, onva voir que la dérivée du Lagrangien par rapport à la fontion β∆ est équivalente au gradient dela fontion oût.Calul du gradient du Lagrangien.La dérivée de la fontion disrète L∆ par rapport à la densité ue,n0
i0

et à l'optimum nous permetd'avoir une relation sur la variable duale λ∆ qui est donnée par
λn0−1

i0
=

∆t

∆a

λn0
i0+1

1 + ∆tβe
i0+1

+ λn0
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβe
i0

− 2∆t∆aβe
i0(∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n0
i − qn0

exp), (6.8)pour i0 allant de 1 à Na et pour n0 allant de Nt à 1. On pose f le veteur de taille Na égalau veteur de la variable duale dé�nie à l'instant Nt. La fontion f est supposée bornée par laonstante F . On montre dans le lemme suivant que les variables duales λn
i pour i allant de 1 à

Na et pour n0 allant de Nt − 1 à 1 sont uniformément bornées.Lemme 10 Sous la ondition CFL du shéma (6.7), il existe une onstante positive N > 0 telleque
|λn

i | ≤ N, i = 1,Na, n = 0,Nt.Preuve : On montre d'abord l'inégalité à l'instant Nt − 1. En supposant que la ondition CFL(∆t
∆a est dans l'intervalle [0, 1]) est véri�ée on a

|λNt−1
i | ≤

∆t

∆a

|fi+1|

1 + ∆tβ
+ (1−

∆t

∆a
)
|fi|

1 + ∆tβ

+ 2∆t∆aβ̄



∆a

Na
∑

j=1

βe
ju

e,Nt

j + qNt
exp
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6.3 Le problème disret. 83pour i allant de 1 à Na. La onstante β est la borne positive inférieure de la fontion βe
∆.L'inégalité du dessus se simpli�e et on a

|λNt−1
i | ≤

F

1 + ∆tβ
+ 2(∆a)2β̄

(

Lβ̄M +Q
)

−−−−→
∆a→0

Foù M est la borne supérieure de ue,n
i pour i allant de 1 à Na et pour n allant de 1 à Nt. Enposant N = F , la relation du lemme (10) est vraie pour tous i allant de 1 à Na et à l'instant

Nt − 1. On admet que l'inégalité du lemme est véri�ée jusqu'à l'itération n, 'est à dire qu'on a
|λn

i | ≤ N, i = 1,Na,on montre que ette inégalité est enore vraie à l'instant n − 1. En s'appuyant sur les alulspour l'estimation de la variable duale à l'instant Nt − 1 i-dessus, on a
|λn−1

i | ≤
N

1 + ∆tβ
+ 2∆t∆aβ̄(Lβ̄M +Q) −−−−→

∆a→0
N,pour i allant de 1 à Na. En posant N = F , la relation du lemme (10) est vraie à l'instant n− 1.Par réurrene, on déduit que le lemme est vraie sur toutes les mailles i et tous les instants

n. �Soient les veteurs λn et λ̃n alulés à l'itération n à partir de la relation (6.8) ave respetivement
(β∆, u∆) et (β̃∆, ũ∆). On donne le lemme suivantLemme 11 Sous la ondition CFL du shéma (6.7), il existe une onstante positive ξ telle que

‖λn − λ̃n‖∞ ≤ ξ‖β∆ − β̃∆‖∞, n = 0,Nt,où β∆ et β̃∆ sont dans K∆.Preuve : Dans un premier temps on montre la relation du lemme 11 à l'itération Nt − 1

λNt−1
i − λ̃Nt−1

i =
∆t

∆a

[

λNt

i+1

1 + ∆tβe
i+1

−
λ̃Nt

i+1

1 + ∆tβ̃e
i+1

]

+ (1−
∆t

∆a
)

[

λNt

i

1 + ∆tβe
i

−
λ̃Nt

i

1 + ∆tβ̃e
i

]

− 2∆t∆a

[

βe
i (∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,Nt

i − qNt
exp)− β̃

e
i (∆a

Na
∑

i=1

β̃e
i ũ

e,Nt

i − qNt
exp)

]

.Les deux premiers rohets de ette équation s'annulent ar la valeur des variables duales àl'instant Nt est identique. Le dernier terme de ette équation se déompose de la manière suivante
λNt−1

i − λ̃Nt−1
i = −2∆t∆a

[

qNt
exp(β̃

e
i − β

e
i ) + ∆aβe

i

Na
∑

i=1

(βe
i − β̃

e
i )u

e,Nt

i

]

− 2∆t∆a

[

∆aβe
i

Na
∑

i=1

β̃e
i (u

e,Nt

i − ũe,Nt

i ) + ∆a(βe
i − β̃

e
i )

Na
∑

i=1

β̃e
i ũ

e,Nt

i

]

.
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84 Estimation du taux d'élosion.On prend la valeur absolue des deux membres de ette équation que l'on majore sur toutes lesmailles i. A partir du lemme (7) démontré dans le hapitre 5 de ette thèse et sous la onditionCFL du shéma (6.7), on montre l'inégalité du lemme 11 à l'instant Nt − 1

‖λNt−1 − λ̃Nt−1‖∞ ≤ ξ‖β∆ − β̃∆‖∞où ξ est égal à 2∆a2
[

Q+ 2LMβ̄ + Lβ̄2C
]. On suppose à présent que la relation est vraie àl'itération n,

‖λn − λ̃n‖∞ ≤ µ‖β∆ − β̃∆‖∞,où µ est une onstante stritement positive. Montrons que l'inégalité du lemme 11 est satisfaiteà l'itération n− 1. Sous la ondition CFL du shéma (6.7), on a
|λn−1

i − λ̃n−1
i | ≤

∆t

∆a

∣

∣

∣

∣

∣

λn
i+1

1 + ∆tβe
i+1

−
λ̃n

i+1

1 + ∆tβ̃e
i+1

∣

∣

∣

∣

∣

+(1−
∆t

∆a
)

∣

∣

∣

∣

∣

λn
i

1 + ∆tβe
i

−
λ̃n

i

1 + ∆tβ̃e
i

∣

∣

∣

∣

∣

+2∆t∆a

∣

∣

∣

∣

∣

βe
i (∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i − q

n
exp)− β̃

e
i (∆a

Na
∑

i=1

β̃e
i ũ

e,n
i − qn

exp)

∣

∣

∣

∣

∣

. (6.9)On estime simultanément les 3 termes à droite de ette inégalité. Le premier terme est égal à
|

λn
i+1

1 + ∆tβe
i+1

−
λ̃n

i+1

1 + ∆tβ̃e
i+1

| ≤ |λn
i+1 − λ̃

n
i+1|

1

1 + ∆tβe
i+1

+ λ̃n
i+1

[

1

1 + ∆tβe
i+1

−
1

1 + ∆tβ̃e
i+1

]

.Les fontions β∆ et β̃∆ sont dans l'ensemble K∆, par onséquent on a l'estimation suivante
sup

1≤i≤Na

|
λn

i+1

1 + ∆tβe
i+1

−
λ̃n

i+1

1 + ∆tβ̃e
i+1

| ≤ ‖λn − λ̃n‖∞
1

1 + ∆tβ
,

≤ µ‖β∆ − β̃∆‖∞.Cette estimation s'applique pour le deuxième terme de l'inégalité (6.9), on herhe à présent uneestimation pour le troisième terme. Pour ela, on s'appuie de la méthode d'estimation utiliséepour la preuve de e lemme à l'instant Nt − 1. Le troisième terme de l'inégalité (6.9) est donmajoré par η‖β∆ − β̃∆‖∞ où η est une onstante positive. On déduit alors que
‖λn−1 − λ̃n−1‖∞ ≤ ξ‖β∆ − β̃∆‖∞où ξ = 2µ+η. Par réurrene, on montre que l'inégalité du lemme est satisfaite à haque instant

n. �La dérivée du Lagrangien par rapport à la variable duale nous donne, à l'optimum, les équationsd'état du shéma (6.7), 'est à dire
u

e,n0+1
i0

=
u

e,n0

i0
(1− ∆t

∆a) + u
e,n0

i−1
∆t
∆a

1 + ∆tβe
i0

, i0 = 1,Na, n0 = 0,Nt − 1
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6.3 Le problème disret. 85Par onséquent, à l'optimum, le Lagrangien s'érit
L∆(S∗) = ∆t

Nt
∑

n=1

[

∆a
Na
∑

i=1

β
e,∗
i u

e,n
i (β∗∆)− qn

ext

]2 (6.10)où S∗ est l'optimum donné par (β∗∆, u
∗
∆, λ

∗
∆) et ue,n

i (β∗∆) est obtenu en résolvant les équationsd'état du shéma (6.7) ave β∗∆. L'équation (6.10) est égale à la fontion oût disrète J∆(β∗∆).Don en alulant la dérivée du Lagrangien par rapport à la variable β∆, on alule le gradientde la fontion oût, et qui est
∂L∆

∂βe
1

= 2∆a∆t

Nt
∑

n=0

u
e,n
1 (∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i − qn

exp) +

Nt
∑

n=0

∆tλn
1

u
e,n
1 (1− ∆t

∆a)

(1 + ∆tβe
1)

2

∂L∆

∂βe
i

= 2∆a∆t
Nt
∑

n=0

u
e,n
i (∆a

Na
∑

j=1

βe
ju

e,n
j − qn

exp) +
Nt
∑

n=0

∆tλn
i

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

(1 + ∆tβe
i )

2
, i = 2,NaOn note e veteur g = {∂L∆

∂β∆
}i=1,Na .Propriétés de la Hessienne.On étudie les propriétés de la Hessienne 'est à dire de la dérivée seonde de la fontion La-grangienne par rapport à la fontion β∆ utiles pour la preuve sur la onvergene du shéma dedesente de Quasi-Newton. Soit un sous ensemble de K∆ ouvert, D, qui ontient un minimumloal β∗∆ de L∆(S). Le alul de la Hessienne est







∂gi

∂βe
j

= 2∆a2∆t
∑Nt

n=0 u
e,n
i u

e,n
j , i, j = 1,Na, i 6= j,

∂gi

∂βe
i

= 2∆a2∆t
∑Nt

n=0(u
e,n
i )2 − 2∆t2

∑Nt
n=0 λ

n
i (

ue,n
i (1− ∆t

∆a
)+ ∆t

∆a
ue,n

i−1

(1+∆tβe
i )3

), i = 2,Na.
(6.11)Pour la preuve des deux lemmes suivants, on pose les onstantes M > 0, et N > 0 telles que

u
e,n
i ≤M, λn

i ≤ N, i = 1,Na, n > 0.Lemme 12 Sous la ondition CFL du shéma (6.7), la fontion Lagrangienne L∆ est deux foisdi�érentiables ontinues sur D par rapport à β∆.Preuve : En supposant que la ondition CFL du shéma (6.7) est véri�ée, on montre que la dé-rivée seonde est bornée en tous points. �On note
‖A‖∞ = max

1≤i≤Na

Na
∑

j=1

|aij |,la norme in�nie assoiée à une matrie A dé�nie dans ℜNa×Na. Soit Dǫ1 l'ensemble donné par
Dǫ1 = {β ∈ ℜNa , ‖β − β∗∆‖∞ < ǫ1} ∈ D.Lemme 13 Sous la ondition CFL du shéma (6.7), la fontion ∂g

∂β∆
est loalement Lipshit-zienne en β∗∆ ∈ Dǫ1.
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86 Estimation du taux d'élosion.Preuve : Soient les veteurs S et S̃ dé�nis respetivement par (β∆, u∆, λ∆) et (β̃∆, ũ∆, λ̃∆). Onsouhaite montrer l'existene d'un onstante positive L telle que la relation suivante soit satisfaite
‖
∂g

∂β∆
(S)−

∂g

∂β∆
(S̃)‖∞ ≤ L‖β∆ − β̃∆‖∞, β∆, β̃∆ ∈ Dǫ1.Dans un premier temps on estime ette quantité en valeur absolue pour tous les i et j allant de1 à Na où i représente l'indie des lignes et j elle des olonnes. Pour i di�érent de j, on a

|
∂gi

∂βe
j

(S)−
∂gi

∂βe
j

(S̃)| ≤ 2∆a2∆t

Nt
∑

n=0

|ue,n
i u

e,n
j − ũ

e,n
i ũ

e,n
j |,

≤ 2∆a2∆t

Nt
∑

n=0

|ue,n
j (ue,n

i − ũe,n
i ) + ũ

e,n
i (ue,n

j − ũe,n
j )|,

≤ 2∆a2∆t
Nt
∑

n=0

[

MC|βe
i − β̃

e
i |+MC|βe

j − β̃
e
j |
]

,

≤ 4∆a2TMC‖β − β̃‖∞. (6.12)Pour i égal à j, on a
|
∂gi

∂βe
i

(S)−
∂gi

∂βe
i

(S̃)| ≤ 2∆a2∆t

Nt
∑

n=0

|(ue,n
i − ũe,n

i )(ue,n
i + ũ

e,n
i )|

+ 2∆t2
Nt
∑

n=0

|λn
i − λ̃

n
i |

u
e,n+1
i

(1 + ∆tβe
i )

2
+ |ue,n+1

i − ũe,n+1
i |

λ̃n
i

(1 + ∆tβe
i )

2

+ λ̃n
i ũ

e,n+1
i |

1

(1 + ∆tβe
i )

2
−

1

(1 + ∆tβ̃e
i )

2
|Soit en utilisant le lemme (7) du hapitre 5 de ette thèse et le lemme (11) de e paragraphe, ona

|
∂gi

∂βe
i

(S)−
∂gi

∂βe
i

(S̃)| ≤ 4∆a2TCM‖β − β̃‖∞ + ‖β − β̃‖∞(2∆aTξM)

+‖β − β̃‖∞(2∆aTCN) + 2NM. (6.13)On fait la somme sur toutes les mailles i et on se sert des résultats (6.12) et (6.13), on déduitque
Na
∑

i=1

|
∂gi

∂βi
(S)−

∂gi

∂βi
(S̃)| ≤ [4∆aLTMC + 2∆aTξM + 2∆aTCN ] ‖β − β̃‖∞

+ [2NM ] ‖β − β̃‖∞.En posant L égal à 4∆aLTMC+2∆aTξM+2∆aTCN+2NM qui est une onstante positive, ondémontre le lemme. �Algorithme de desente de Quasi-Newton.Cette méthode onsiste à onstruire une suite βk
∆, où k est un entier non nul, qui onverge versl'optimum β∗∆ du problème [P1]∆. Pour ela, on se donne un point initial β0

∆, puis on alule ladiretion de reherhe selon la formule
dk = −B−1

k gk,
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6.3 Le problème disret. 87où Bk est une approximation dé�nie et positive de la Hessienne et gk le gradient alulé au point
βk

∆. Une ligne de reherhe est ensuite utilisée pour trouver un nouveau point βk+1
∆ :

βk+1
∆ = βk

∆ − λB
−1
k gk, λ ∈ (0, 1] (6.14)tel que

J∆(βk+1
∆ ) ≤ J∆(βk

∆) + α(gk)Tdk, α ∈ (0, 0.5).Finalement, la ondition d'optimalité ‖g(βk
∆)‖ = ǫ est véri�ée, où ǫ est la tolérane du gradient.Quand l'optimum n'est pas trouvé, Bk est mis à jour via la formule BFGS suivante

Bk ← Bk −
Bkss

TBk

sTBks
+
yyT

yT s
,où s et y sont donnés respetivement par βk+1

∆ −βk
∆ et gk+1−gk. Une autre diretion de reherheest alors alulée pour ommener la prohaine itération.Théorème 5 Soit la fontion oût dé�nie dans [P∆]1. Soient la matrie Bk mis à jour par laformule BFGS et la suite βk

∆ générée par l'algorithme QN. Alors, pour υ ∈ (0, 1), et sous laondition CFL du shéma (6.7), il existe une onstante positive ǫ et σ tel que si
β0

∆ ∈ B(β∗∆; ǫ) ∈ Det
‖B0 −

∂g

∂β∆
(β∗∆)‖∞ ≤ σla suite βk

∆ est bien dé�nie et onverge linéairement vers β∗∆ ave
‖βk+1

∆ − β∗∆‖∞ ≤ υ‖β
k
∆ − β

∗
∆‖∞. (6.15)preuve : Soit l'ensemble N dé�nit par

N = {B ∈ ℜNa ×ℜNa |‖B −
∂g

∂β∆
(β∗∆)‖ ≤ σ}.On montre que la relation (6.15) est vraie pour k nul.

β1
∆ − β

∗
∆ = β0

∆ − β
∗
∆ − λB

−1
0

∂L

∂β∆

0

,

= −λB−1
0

[

(β0
∆ − β

∗
∆)(

∂2L

∂β2
∆

∗

−
B0

λ
)

]

− λB−1
0

[

∂L

∂β∆

0

+
∂L

∂β∆

∗

−
∂2L

∂β2
∆

∗

(β0
∆ − β

∗
∆)

]

.On alule la norme L∞ de ette dernière équation. On prend λ égal à 1 et B0 dans l'ensemble
N alors par le lemme de Banah (Dennis et al. 1983, th 3.1.4℄ la matrie B0 est inversible et ona l'estimation

|B−1
0 | ≤ b2.De plus le lemme (13) de e paragraphe nous donne

‖g(β∆)− g(β
′

∆)−
∂g

∂β∆
(β∗∆)(β∆ − β

′

∆)‖∞ ≤ Lmax(‖β∆ − β
∗
∆‖∞, ‖β

′

∆ − β
∗
∆‖∞)‖β∆ − β

′

∆‖∞
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88 Estimation du taux d'élosion.où β∆ et β′

∆ sont dans Dǫ1 . On pose ǫ = max(‖β∆ − β
∗
∆‖∞, ‖β

′

∆ − β
∗
∆‖∞), on a

‖β1
∆ − β

∗
∆‖∞ ≤ ‖β

0
∆ − β

∗
∆‖∞‖B

−1
0 ‖∞‖

∂2L

∂β2
∆

∗

−B0)‖∞

+ ‖B−1
0 ‖∞‖

∂L

∂β∆

0

+
∂L

∂β∆

∗

−
∂2L

∂β2
∆

∗

(β0
∆ − β

∗
∆)‖∞

≤ (b2σ + b2Lǫ)‖β
0
∆ − β

∗
∆‖∞Si on hoisit ǫ et σ su�samment petit tel que

b2(σ + Lǫ) ≤ υalors
|β1

∆ − β
∗
∆| ≤ υ|β

0
∆ − β

∗
∆| < ǫet β1

∆ ∈ B(β∗∆; ǫ). En appliquant ette démonstration à tous les rangs k, on montre le théorème.�La solution du problème disret onverge vers la solution du problème ontinu.Soit π l'interpolée de degré 1 de la fontion β∆ de l'espae K∆ obtenue par l'algorithme dedesente (QN). On onstruit la fontion telle que
πβ∆(ai) = βi, et πβ∆(ai+1) = βi+1, i = 1,Na,soit
πβ∆(a) =

βi − βi+1

ai − ai+1
(a− ai) + βi, i = 1,Na.Clairement, la fontion πβ∆ est dans l'ensemble K. On souhaite que ette fontion véri�e lapropriété suivante

‖πβ∆ − β‖∞ −−−→
∆→0

0.Pour avoir la onvergene, on s'appuie sur le théorème de Rellih-Kondrahov qui nous donnel'injetion ompate de l'espae W 1,1([0, L]) dans l'espae C([0, L]) : 'est à dire que de toutesuite bornée de W 1,1([0, L]), on peut extraire une sous suite qui onverge dans C([0, L]), de plusla limite est dans W 1,1([0, L]). Il nous faut alors montrer que ∂aπβ∆ ∈ L
1([0, L]) :

‖∂aπβ∆(a)‖L1 =

∫ L

0
|
βi − βi+1

ai − ai+1
|da = |

βi − βi+1

ai − ai+1
|L ≤ |βi − βi+1|Na ≤ 2β̄Naet que πβ∆ ∈ L

1([0, L]) :
‖πβ∆(a)‖L1 =

∫ L

0
|
βi − βi+1

ai − ai+1
(a− ai) + βi|da

≤
1

2
|
βi − βi+1

ai − ai+1
|L2 + |

βi − βi+1

ai − ai+1
|aiL+ β̄L ≤ β̄L
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6.3 Le problème disret. 89La valeur de la fontion oût du problème disret onverge vers elle du problèmeontinu à l'optimum.On note πu∆ l'interpolée de la solution ue,n
i (β∆) en tous les points i et n du maillage et πβ∆l'interpolée de la solution optimale β∗∆. D'après le théorème (2) du hapitre 3 de ette thèse, ona

∫ T

0

∫ L

0
|πu∆(t, a)− u(t, a)|dadt −−−−−−→

∆a,∆t→0
0.De là, on déduitThéorème 6 Soient β0 la donnée initiale du shéma (QN) dans l'espae K et la fontion oûtdu problème [P1]. Dès que les pas de disrétisation ∆a et ∆t tendent vers la valeur nulle, on a

|J∆(βk
∆)− J(β∗)| −−−→

k→∞
0.Preuve : On déompose la preuve en deux étapes. La première étape onsiste à montrer que lasuite {Jk

∆(βk
∆)}k, onstruite à partir de la suite {βk

∆} onverge vers J∗
∆ qui est la valeur de lafontion oût disrète à l'optimum β∗∆. Pour ela, on utilise la méthode de la preuve du théorème(4), et on a

J∆(βk
∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

βk
i,∆u

e,n
i (βk

∆)− qn
exp

]2

−−−−→
k→+∞

∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β∗i,∆u
e,n
i (β∗∆)− qn

exp

]2

= J∆(β∗∆).On montre ensuite que J∗
∆(β∗∆) tend vers J(β∗) lorsque les pas de disrétisation en âge ∆a et entemps ∆t tendent vers 0.

J∆(β∗∆) ∼ ∆t
Nt
∑

n=0

∫ tn+1

tn

[

∆a
Na
∑

i=1

∫

Ci

πβ∗∆(a)πu∆(t, a)da − qexp(t)

]2

dt

∼ ∆t
Nt
∑

n=0

∫ tn+1

tn

[

∆a
Na
∑

i=1

∫

Ci

(πβ∗∆ − β
∗)(a)πu∆(t, a) + β∗(a)(πu∆ − u)(t, a)da

]2

dt

+ ∆t
Nt
∑

n=0

∫ tn+1

tn

[

∆a
Na
∑

i=1

∫

Ci

β∗(a)u(t, a)da − qexp(t)

]2

dt

−−−−−−→
∆a,∆t→0

∫ T

0

[∫ L

0
β∗(a)u(t, a)da − qexp(t)

]2

dt = J(β∗). �
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90 Estimation du taux d'élosion.6.3.2 Algorithme de résolution.La programmation est faite sur le logiiel Absoft. On se sert de la librairie IMSL pour résoudrele problème d'optimisation. Parmi les routines disponibles, Uming est dédiée à l'algorithme dequasi-Newton. Les solutions obtenues ave ette routine prennent des valeurs négatives. On hoi-sit alors d'utiliser le programme BCONG qui permet l'ajout de ontraintes sur le ontr�le. Lasolution est alulée telle qu'elle soit dé�nie dans un domaine préis. On prend le domaine [0,
+∞[. Il existe aussi la routine BCONF pour la minimisation ave ontraintes sur la solutionherhée. La di�érene ave BCONG est que le gradient est alulé à partir d'une méthode dedi�érenes �nies. L'utilisation des es deux routines sur un même alul permet de omparer lessolutions obtenues et de reti�er le alul du gradient dans BCONG si besoin est. On pourraitutiliser la routine BCONF pour tous les aluls, mais elle i est oûteuse en temps de aluls.A haque itération la routine BCONF alule la valeur de la fontion oût autant de fois qu'il ya d'inonnu. la routine BCONG appelle à haque itération une fois la fontion oût et une foisle gradient. En gardant des pas de temps et d'âge petits, et un nombre d'itérations raisonnables,la routine BCONF donne rapidement la solution optimale.L'appel de ette routine est possible à ondition de dé�nir dans deux sous programmes le alulde la fontion oût et le alul du gradient de la fontion oût. Pour orréler l'ensemble, on ajoutedeux autres programme pour aluler la valeur de la densité ue,n

i , pour i allant de 1 àNa, et pour
n allant de 1 à Nt, et la valeur de la variable duale λn

i , pour i allant de 1 àNa, et pour n allantde 1 à Nt. Ainsi, le programme fontionne de la manière suivante1- Initialisation du veteur β0
∆,2- Calul de la densité oeuf ue
∆ ave le shéma (VF) donné en (6.7),3- Calul de la variable duale λ∆ ave le système (6.8),4- Calul du gradient g = {∂L∆

∂β∆
}5- Calul de βk

∆ ave la formule (QN) donnée en (6.14). Puis on reprend à l'étape 2 jusqu'à ,arrêt de l'algorithme.6.3.3 Résultats numériques.On résout numériquement le problème [P1] ave l'algorithme dérit dans le paragraphe pré-édent. Pour ela, on �xe le pas d'âge et elui en temps à 0, 1. L'âge maximal de vie est pris égalà 10, et le temps maximal des observations est �xé à 10. La ondition initiale de la densité oeufest donnée par la fontion gaussienne suivante
ue

0(a) = e
−(a−1

0,25
)2
, a ∈ [0, L]. (6.16)La population oeuf est âgée en moyenne d'1 jour au début de l'expériene.On herhe l'optimum βe

∗ de la fontion oût tel que J (βe
∗) soit nulle. Autrement dit, on sou-haite trouver un βe

∗ tel que la dynamique d'élosion alulée à partir de l'équation (6.2) ave etaux d'élosion soit exatement la dynamique d'élosion expérimentale qexp. Pour parvenir à erésultat, on se onstruit une dynamique d'élosion expérimentale en résolvant l'équation (6.2)et le problème d'évolution (6.1) ave un taux d'élosion donné βe
ex, puis et l'on l'utilise dansl'algorithme de minimisation pour trouver la solution de [P1], notée βe

app.
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6.3 Le problème disret. 91A partir d'un taux d'élosion prenant la forme d'une fontion gaussienne (ourbe noire du graphe(a) de la �gure (6.1)),
βe

ex(a) = e
−(a−7

0,5
)2
,et de la ondition initiale préisée en (6.16), la dynamique d'élosion expérimentale est unefontion gaussienne dont sa représentation graphique est la ourbe noire du graphe (b) de la�gure (6.1). L'algorithme de (QN) trouve pour ette dynamique expérimentale le taux d'élosiontraé en bleu sur le graphe (a) de la �gure (6.1).(a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

age (jours)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

Temps (jours)Fig. 6.1: (a) : Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représente le tauxexate et la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :Dynamique d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire et la ourbe bleue sontobtenues en alulant l'équation (6.2) ave respetivement le taux exat et le taux estimé.Cette solution est osillante sur le domaine en âge [6,8℄ et est nulle en dehors de et intervalle.La dynamique d'élosion alulée ave e taux estimé est superposée à la dynamique d'élosionexate sur le graphe (b) de la �gure (6.1). Bien que le support des fontions βe
ex et βe

app est iden-tique, es fontions ne se onfondent pas. Par onséquent, es résultats montrent que le problème
[P1]∆ n'admet pas une unique solution.On présente i-dessous un deuxième résultat sur l'estimation du taux d'élosion. La fontion qexpest alulée ave le taux d'élosion et la donnée initiale suivante

βe
ex(a) = e

−(a−6
0,5

)2
, ue

0(a) = e
−(a−5

0,5
)2
, a ∈ [0, L].La population oeuf est omposée, au début de l'expériene, d'individus âgés de 4 à 6 jours.L'élosion de ette population ommene très t�t omme le montre la ourbe noire sur le graphe(b) de la �gure (6.2). Pour ette dynamique d'élosion, la solution obtenue pour le problème [P1]est donnée en bleu sur le graphe (a) de la �gure (6.2).
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92 Estimation du taux d'élosion.(a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

age (jours)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

0.30

0.35

0.40

Temps (jours)Fig. 6.2: (a) : Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représente le tauxexate et la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :Dynamique d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire et la ourbe bleue sontobtenues en alulant l'équation (6.2) ave respetivement le taux exat et le taux estimé.Le problème d'optimisation n'a pas d'unique optimum pour ette donnée expérimentale.La dynamique d'élosion d'une ohorte oeuf sous la forme d'une fontion gaussienne est mo-délisée dans le modèle (6.1) pour, au moins, deux valeurs de la fontion taux d'élosion βe. Enfontion de l'étude qu'on souhaite faire sur la dynamique des populations Eudémis ave le modèlemathématique, on peut utiliser un de es taux d'élosion. Par exemple, pour une étude de espopulations en fontion du omportement des individus, on hoisira le taux d'élosion osillantpour avoir les âges préis d'élosion alors que pour une étude sur la taille de ette population auours du temps on utilisera le taux d'élosion gaussien.D'où viennent es osillations ?Il y a plusieurs expliations sur l'origine de es osillations. La première est que l'observationqu'on s'est onstruite qexp est une approximation de la valeur réelle. En e�et, pour aluler ladynamique d'élosion à haque instant t, on utilise la valeur approhée de la densité oeuf ue
ex(t, a)qui est donnée par le shéma (6.7), 'est à dire qu'on a uapp ∼ uex. La dynamique expérimentaleutilisée dans l'algorithme de desente est di�érente de qexp,

qexp(t) =

∫ L

0
βe

exu
e
ex(t, a)da ∼

∫ L

0
βe

exu
e
app(t, a)da = q

′

exp(t)La deuxième raison est que la solution donnée par le shéma (QN) est une approximation de lasolution exate. L'algorithme de minimisation alule à haque itération k l'optimum tel que
Minβ

∫ T

0

[∫ L

0
βkv(t, a)da − q

′

exp(t)

]2

dtoù v est la valeur approhée de la densité oeufs ue alulée ave βk. Quelque soit l'originede l'erreur numérique, l'algorithme de minimisation a pour objetif de trouver une solutiontel que qexp s'identi�e à ∫ L
0 βev(t, a)da. L'ajout d'informations supplémentaires sur la donnéeexpérimentale qexp ou la modi�ation omplète de ette donnée, par exemple une distribution dela population en fontion de l'âge à un instant, permettrait de trouver un unique taux d'élosion.
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6.4 Régularisation de la solution. 93Cas partiulier où on a uniité de la solution.On présente deux exemples où la solution du problème [P1] est unique. La dynamique d'élosion
qexp est une fontion gaussienne onstruite à partir du taux d'élosion suivant

βe
ex(a) = e

−(a−7
0,5

)2
, a ∈ [0, L].La ondition initiale est une fontion réneau égale à 1 sur l'intervalle [0, 1] dans le premierexemple et une fontion Dira en l'âge 1 dans le deuxième exemple. Les taux estimés par l'algo-rithme de Quasi-Newton sont représentés en bleu sur la �gure (6.3). Ces ourbes oïnident avela valeur exate du taux d'élosion donné au dessus.(a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

age (jours)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

age (temps)Fig. 6.3: Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représente le taux exatet la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN). (a) : La donnéeinitiale est une fontion réneau égale à 1 sur l'intervalle [0, 1]. (b) : La donnée initialeest une fontion Dira en l'âge 1.Le problème d'estimation [P1]∆ d'un taux d'élosion gaussien à partir d'une dynamique d'élosiongaussienne est unique quand la donnée initiale de la densité oeuf est une fontion onstante.6.4 Régularisation de la solution.On souhaite obtenir une unique solution pour le problème [P1] quelque soit la valeur de ladonnée initiale de la densité oeuf ue
0. Pour ela, on va imposer des onditions de régularité surla solution herhée en pénalisant la fontion oût J . Le problème d'estimation devient

[P1]
′

= Minβe∈K

[

F(βe) = J (βe) + µ‖βe‖22 + η‖∂aβ
e‖22
]où J(βe) est la fontion oût du problème [P1] et µ et η sont des onstantes positives plus petitesque 1.
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94 Estimation du taux d'élosion.Résolution du problème d'estimation ontinu.La fontion Lagrangienne s'érit pour e nouveau problème
L

′

(S) = F(βe) +

∫ T

0

∫ L

0
p(t, a)[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue]dadt

= H(S) + µ‖βe‖22 + η‖∂aβ
e‖22où S est le veteur (βe, ue, p) et H(S) est la fontion Lagrangienne du problème [P1] donnée par

H(S) = J (βe) +

∫ T

0

∫ L

0
p(t, a)[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue]dadt.Les dérivées de la fontion L′ par rapport à la variable duale p et par rapport à la densité ue aupoint S∗ sont les dérivées du problème [P1] et sont égales à l'équation hyperbolique du système(6.1) dans le premier as et le problème duale (6.4) dans le deuxième as. La dérivée de la fontionLagrangienne L′ par rapport à βe est,

<
∂L

′

(S)

∂βe
, h >L2(Ω) =<

∂H(S)

∂βe
, h >L2(Ω) +2µ

∫ L

0
βehda− 2η

∫ L

0

∂2βe

∂2a
.hda

+ 2η
∂βe

∂a
(L)h(L) − 2η

∂βe

∂a
(0)h(0)pour toutes fontions h de l'espae L2([0, L]) où le domaine Ω est égal à [0, L]× [0, T ]. La dérivéede la fontion H par rapport à βe est

<
∂H(S)

∂βe
, h >L2(Ω)= 2 < ue

(∫ L

0
βeueda− qexp(t)

)

+ pu, h >L2(Ω) .Le alul du gradient de la fontion Lagrangienne L′ à l'optimum S∗ nous permet d'établirl'équation suivante pour l'estimation du taux d'élosion β∗,
{

2u∗(t, a)f∗(t)− 2u∗(t, a)
∫ T
t e−

R s

t
β∗(τ)dτβ∗(a)f∗(s)ds+ 2µβ∗(a)− 2η ∂2β∗

∂2a
(a) = 0,

∂β∗

∂a (L) = ∂β∗

∂a (0) = 0,pour a et t dé�nis dans respetivement [0, L] et [0, T ]. Les fontions u∗ et f∗ sont données par
u∗(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
β∗(s)ds, a > t

0, a ≤ t
f∗(t) =

(∫ L

0
β∗(s)u∗(t, s)da− qexp(t)

)

.Résolution du problème d'estimation disret.On résout le problème [P1]
′ de manière numérique en utilisant les méthodes d'approximationdéveloppées pour le problème [P1]. Le Lagrangien du problème d'optimisation ave pénalisationde la fontion oût s'érit sous la forme disrète
L

′

∆(S∆) = H∆(S∆) + µ‖βe
∆‖

2
2 + η‖∂aβ

e
∆‖

2
2.L'approximation de la fontion H est notée H∆ et est égale à la fontion Lagrangienne L∆ duproblème disret [P1]∆

H∆(S∆) = ∆t
Nt
∑

n=0

[

∆a
Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i − q

n
exp

]2

+

Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

λn
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + u
e,n
i−1

∆t
∆a

1 + ∆tβe
i

)

,
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6.4 Régularisation de la solution. 95où λ∆ est la variable de Lagrange dé�nie par {λn
i } pour i allant de 1 à Na et pour n allant de 0à Nt et S∆ est le veteur (βe

∆, u
e
∆, λ∆). La dérivée de L′

∆ par rapport à la variable d'état ue
∆ et àl'optimum donne le système (6.8) du problème [P1]∆ et la dérivée de ette fontion par rapportà la variable duale donne à l'optimum le système (6.7). Seule la dérivée par rapport au ontr�le

βe
∆ hange

∂L
′

∆(S∆)

∂βe
i0

=
∂H∆(S∆)

∂βe
i0

+ 2µ∆aβe
i0 − 4η(

βe
i0+1 − 2βe

i0
+ βe

i0−1

2∆a2
),pour i0 allant de 1 à Na ave

∂H∆(S∆)

∂βe
i

= 2∆a∆t

Nt
∑

n=0

u
e,n
i (∆a

Na
∑

j=1

βe
ju

e,n
j − q

n
exp) +

Nt
∑

n=0

∆tλn
i

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

(1 + ∆tβe
i )

2
.L'algorithme de Quasi-Newton s'érit pour le problème d'optimisation [P1]

′

β
e,k+1
∆ = β

e,k
∆ − λ

∂H∆(S∆)

∂βe
B−1

k − 2λµ∆aβe,k
∆ B−1

k + 4λη

(

∂2β
e,k
∆

∂a2

)

B−1
k , (6.17)pour k positif, λ dé�nit dans [0, 1] et Bk est une approximation dé�nie positive de la Hessienne.La dérivée seonde de la fontion L′

∆ par rapport à βe
∆ est

∂2L
′

∆(S∆)

∂β2
i0

=
∂2H∆(S∆)

∂β2
i0

+ 2µ∆a+
4η

∆a2
, i0 = 1,Na,où la dérivée seonde de la fontion H∆ par rapport à βe

∆ est donnée dans (6.11) et 2µ∆a+ 4η
∆a2es stritement positif. La Hessienne a les même propriétés que la Hessienne du problème de mini-misation [P1]∆, à savoir que 'est une fontion bornée et loalement Lipshitzienne à l'optimum.D'après le théorème (5), le shéma Quasi Newton onstruit pour le problème [P1]

′ onverge versun optimum β∗∆.Le troisième terme à droite de l'égalité de l'équation (6.17) permet une onvergene plus rapidevers l'optimum alors que le dernier terme réduit les irrégularités de la solution à haque itération.La solution obtenue pour e problème de minimisation est une approximation de la solution duproblème [P1], à ondition que η et µ tendent vers la valeur nulle.
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96 Estimation du taux d'élosion.Résultats graphiques.On applique l'algorithme de résolution dé�nit au paragraphe (6.3.2) préédent ave la formule(6.17) pour obtenir une solution numérique au problème d'estimation du taux d'élosion [P1]
′ .La dynamique expérimentale qexp est onstruite à partir de l'équation (6.2) et du problèmed'évolution (6.1). La ondition initiale sur la densité oeuf et le taux d'élosion sont pris égaux à

ue
0(a) = e

−(a−1
0,25

)2
, βex(a) = e

−(a−6
0,5

)2
, [0, L].où L est �xé à 10. Les pas de temps et d'âge sont de l'ordre du dixième. La fontion qexp est unegaussienne entrée au 5ème jour après la naissane des oeufs et est donnée en noir sur le graphe(d) de la �gure 6.4. La solution du problème [P1]

′ est obtenue pour di�érente valeur de η et de
µ.
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Fig. 6.4: (a), (b), () : taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représentele taux exat et la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN).(d) : dynamiques d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire et la ourbe bleuesont obtenues en alulant l'équation (6.2) ave respetivement le taux exat et le tauxestimé.La ourbe bleue du graphe (a) de la �gure 6.4 représente la solution du problème d'optimisation
[P1]

′ ave η égal à 10−7 et µ égal à la valeur nulle. L'erreur entre la solution et le taux d'élo-sion est supérieure à l'erreur du shéma de Quasi-Newton qui est d'ordre 1 autour de l'âge 5et inférieure à 0, 1 pour le reste du domaine en âge. La solution du problème [P1]
′ ave η égal
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6.5 Estimation du taux d'élosion pour une dynamique d'élosion expérimentale. 97à la valeur nulle et µ égal à 10−7 est traée en bleu sur le graphe (b) de la �gure 6.4. Le tauxd'élosion estimé pour e problème se superpose à la solution exate. Le problème [P1]
′ admetpour es valeurs de η et de µ un unique optimum. La ourbe bleue du graphe () de la �gure6.4 est la solution du problème [P1]

′ ave les onstantes η et µ égales à 10−7. Le taux d'élosionpour e problème d'estimation [P1]
′ ave une dynamique d'élosion gaussienne est unique.La valeur des onstantes η et µ est prohe de la valeur nulle dans les 3 exemples présentés,la solution du problème [P1]

′ est don une solution du problème [P1]. On onlut alors que leproblème initial d'estimation du taux d'élosion [P1] admet une unique solution.Figure 6.4 (a) (b) ()
µ 10−7 0 10−7

η 0 10−7 10−7

J (βe
ex) 2, 310−7 1, 0310−8 1, 2710−7

F(βe
ex) 2, 210−7 3, 7210−8 1, 5810−7

‖qexp − qapp‖∞ 6, 910−4 1, 1310−4 5, 4210−4

µ‖βapp‖
2
2 6, 610−9 0 6, 2410−9

η‖∂aβapp‖
2
2 0 2, 6910−8 2, 4510−8,Tab. 6.1: Valeurs de la fontion oût du problème [P1] et de la fontion oût du pro-blème [P1]

′ pour le taux d'élosion estimé, erreur maximale entre les taux d'élosionexats et approhés et erreur maximale entre les dynamiques d'élosion expérimentaleset approhées.La distribution gaussienne dans le temps des élosions est dérite dans le modèle Lobesia botranapar une loi gaussienne dont la moyenne et la variane dépendent de la distribution en âge de lapopulation oeufs initiale. On s'intéresse dans la setion suivante à déterminer le taux d'élosionpour une dynamique d'élosion dans le temps des jeunes larves non gaussienne.6.5 Estimation du taux d'élosion pour une dynamique d'élosionexpérimentale.On souhaite estimer le taux d'élosion de notre modèle mathématique à partir d'une dyna-mique d'élosion mesurée expérimentalement mais di�érente d'une fontion gaussienne.Généralement, les mesures sur le temps de développement des oeufs sont faites tous les jours etparfois plusieurs fois par jour. A�n d'utiliser es données dans l'algorithme de minimisation, onajuste es mesures quotidiennes sur un pas de temps de 2h40. On propose de répartir les élosionsde la journée sur un pas de temps de 2h40 selon deux approhes. Dans la première, on supposeque la probabilité d'élore est la même quelque soit l'heure de la journée. Par onséquent, ladynamique temporelle d'élosion résultante est une fontion du temps onstante par moreaux.La deuxième solution est de onentrer les élosions sur une période préise de la journée, parexemple vers midi. La dynamique d'élosion ressemble dans e as à la suession de pis gaus-siens. On détermine, en résolvant le problème de minimisation [P1], le taux d'élosion pour esdeux dynamiques expérimentales.A partir du modèle (6.1) et de l'équation (6.2), on se onstruit es deux dynamiques d'élosion
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98 Estimation du taux d'élosion.expérimentales. Pour ela, le taux d'élosion exate βe
ex est dé�nit par

βex(a = 6) = 0.57, βex(a = 7) = 0.4, βex(a = 8) = 0.03,et la donnée initiale ue
0 est soit une fontion gaussienne, une fontion onstante par moreaux ouune somme de fontions Diras. On présente deux résultats pour l'estimation du taux d'élosionave une dynamique en temps égale à une somme de fontions gaussiennes et 1 résultat pourl'identi�ation du taux d'élosion à partir d'une donnée en temps onstante par moreaux.
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Temps (jours)Fig. 6.5: (a), () : Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représente letaux exate et la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN).(a) : La donnée initiale est une fontion gaussienne entrée en 1 et de largeur 0,25. () :La donnée initiale est une fontion Dira en l'âge 1. (b) et (d) : Dynamique d'élosionen fontion du temps. La ourbe noire et la ourbe bleue sont obtenues en alulantl'équation (6.2) ave respetivement le taux exate et le taux estimé.Les élosions sont onentrées à un moment préis de la journée.La ourbe noire du graphe (b) de la �gure 6.5 est la dynamique temporelle d'élosion obtenueave une donnée initiale gaussienne entrée en l'âge 1 et de largeur 0,25. La solution du pro-blème d'estimation pour ette dynamique expérimentale et ette donnée initiale est traée sur legraphe (a) de la �gure 6.5. Cette solution se onfond ave le taux d'élosion exate. Le problèmed'estimation [P1] admet pour es onditions une unique solution.
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6.6 Appliation aux données expérimentales. 99La ourbe noire du graphe (d) de la �gure 6.5 est la dynamique temporelle d'élosion obtenueave une ohorte oeufs tous âgées d'un jour. Le taux d'élosion estimé pour ette dynamiqueexpérimentale et ette donnée initiale se superpose à la solution exate (graphe () de la �gure6.5). Le problème d'estimation [P1] admet une unique solution lorsque qexp est une somme defontions Diras.Les élosions sont onstantes sur la journée.La dynamique d'élosion représentée sur le graphe (b) de la �gure 6.6 est obtenue ave uneohorte oeufs tous âgées d'un jour. Le taux d'élosion alulé par l'algorithme de Quasi-Newtonpour le problème de minimisation [P1] ave ette ourbe expérimentale est donné sur le graphe(a) de 6.6. Ce taux d'élosion est unique pour es fontions qexp et ue
0.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 6.6: (a) : Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire représente le tauxexate et la ourbe bleue est le taux d'élosion estimé par l'algorithme de (QN). (b) :Dynamique d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire et la ourbe bleue sont ob-tenues en alulant l'équation (6.2) ave respetivement le taux exate et le taux estimé.En fontion de la distribution en âge de la population oeuf prise à l'instant initial, le modèle (6.1)reproduit exatement les dynamiques d'élosion mesurées expérimentalement. Le taux d'élosionest égal à une somme de fontion Dira 'est à dire qu'il dérit préisément l'âge de passage entrela �n du stade oeuf et le début du stade L1.6.6 Appliation aux données expérimentales.On reherhe le taux d'élosion du modèle Lobesia botrana pour simuler la dynamique d'élo-sion mesurée par Auroy en 2006 sur une population oeuf venant de l'élévage de l'INRA Villenaved'Ornon. Le détail de son expériene est préisé sur son rapport de stage (Auroy, 2006). Lesexpérimentations avaient pour but de déterminer l'e�et de la température et de l'humidité surtrois traits de vie de l'insete à savoir la mortalité de l'oeuf, leur temps d'inubation ainsi queleur taux d'élosion.Sous des onditions thermiques onstantes de 20�C et hygrométriques de 60% r.h., le tempsmoyen de développement d'une ohorte d'oeufs est de 6 jours. La dynamique de ette populationdure 3 jours, 'est à dire du 6ème au 8ème jour après la naissane des oeufs. Auroy mesure
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100 Estimation du taux d'élosion.57% des oeufs qui se développent à la vitesse moyenne de 6 jours, 40 % des oeufs mettent 7jours à élore et en�n 1% des oeufs élosent au bout de 8 jours. On détermine le taux d'élosionsatisfaisant es observations en résolvant le problème [P1]. Pour ela, on ajuste es donnéesfaites quotidiennement sur un pas de temps de 2h40, qui est l'éhelle temporelle utilisée dansl'algorithme de résolution. Le taux d'élosion est estimé pour deux dynamiques d'élosion donnéesen fontion du temps. La première dynamique d'élosion orrespond à une fontion onstante parmoreaux, 'est à dire que la probabilité d'élore est la même quelque soit l'heure de la journée.La deuxième dynamique d'élosion est une somme de fontions Diras modélisant l'élosion desoeufs sur une période préise de la journée.Les élosions sont onstantes sur la journée.La solution traée sur le graphe (a) de la �gure 6.7 a été régularisée par sa norme minimale et sanorme minimale de sa dérivée première. La dynamique d'élosion alulée à partir de l'équation(6.2) et du modèle (6.1) pour e taux estimé est donnée en bleu sur le graphe (b) de ette �gure.(a) (b)
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Temps( jours)Fig. 6.7: (a) taux d'élosion estimé par l'algorithme de Quasi-Newton en fontion del'âge. (b) : Dynamique d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire est la donnéeexpérimentale et la ourbe bleue est obtenue en alulant l'équation (6.2) ave le tauxestimé.L'erreur entre les ourbes exates et expérimentales est faible omparé à l'erreur du shémanumérique. Le modèle mathématique dérit alors orretement ave le taux d'élosion estiméette dynamique expérimentale en forme d'esalier. L'âge d'élosion de ette population estompris dans l'intervalle [6,9℄ jours. La di�érene maximale d'âge d'élosion pour ette ohorted'oeufs est de 3 jours. Une majorité d'oeufs élosent vers le 8ème jour après leur naissane.
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6.7 Modi�ation du problème d'estimation. 101Les élosions sont onentrées à un moment préis de la journée.Le taux d'élosion dessiné sur le graphe (a) de la �gure 6.8 est la solution du problème d'estima-tion sans onditions partiulières sur sa régularité. Sur le seond graphe, (b), sont représentéesles dynamiques d'élosion expérimentales (ourbe noire) et simulées par le modèle mathématiqueave le taux estimé (ourbe bleue).(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 6.8: (a) Taux d'élosion estimé par l'algorithme de Quasi-Newton en fontion del'âge. (b) : Dynamiques d'élosion en fontion du temps. La ourbe noire est la donnéeexpérimentale et la ourbe bleue est obtenue en alulant l'équation (6.2) ave le tauxestimé.Les ourbes du graphe (b) se onfondent, le modèle mathématique dérit alors parfaitement avele taux d'élosion estimé ette dynamique expérimentale égale à une somme de pis gaussiens.Le taux identi�é est égal à la somme de fontions Diras. Les individus de ette ohorte d'oeufsélosent vers l'âge 6,5 jours, 7,5 jours et 8,5 jours approximativement. La di�érene maximaled'âge d'élosion pour ette ohorte d'oeufs est de 3 jours. Cependant, un nombre importantd'oeufs élosent vers le 8ème jour après leur naissane.Dans le paragraphe 6.5, on a montré que l'estimation du taux d'élosion à partir d'une dynamiqued'élosion égale à une somme de pis gaussiens et d'une ohorte oeuf d'âge moyen d'un jour estunique. Par onséquent, le taux d'élosion de la �gure 6.8 est l'unique taux de passage de ettepopulation oeuf en henille en fontion de l'âge. Ce taux sera alors utilisé pour l'étude de ladynamique des populations d'Eudémis réalisée dans la troisième partie de ette thèse.6.7 Modi�ation du problème d'estimation.On s'intéresse dans e paragraphe à l'estimation du taux d'élosion à partir de données expé-rimentales mesurant la distribution en âge de la population à un instant donné. Une distribution(pyramide) en âge de la population larvaire permet de mesurer le temps de développement deette population. Sur le terrain, ela onsiste à prélever 100 grappes de raisins au hasard et aumême moment puis de ompter le nombre de larves présentes. La largeur de la apsule éphaliquenous informe sur l'âge de la henille. L'enjeu de e paragraphe est déterminer le taux de passagedu stade oeuf au stade larve en fontion de l'âge à partir de ette observation.On note l'observation ψ(a) où a est dans l'intervalle [0, Ll] et Ll est l'âge maximal des henilles.La mesure de ette donnée est réalisée à l'instant Tobs. Les équations modélisant le développement
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102 Estimation du taux d'élosion.de la population oeuf jusqu'à la �n du stade larve sont










































∂
∂tu

e(t, a) + ∂
∂au

e(t, a) = −βe(a)ue(t, a), a ∈ [0, Le],
∂
∂tu

l(t, a) + ∂
∂au

l(t, a) = −βl(a)ul(t, a), a ∈ [0, Ll],

ul(t, 0) =
∫ L
0 βe(a)ue(t, a)da

ue(t, 0) = 0,

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, Le],

ul(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll].

(6.18)
où ue et ul sont respetivement les densités des populations oeufs et larves et la variable t estdé�nit dans [0, Tobs]. La mesure expérimentale orrespond alors à la valeur de la densité larve àl'instant Tobs

ul(Tobs, a) = ψ(a), a ∈ [0, Ll], (6.19)et Tobs est ompris dans l'intervalle ]Le, Le + Ll].Uniité du taux d'élosion.Le alul de la densité larve à l'instant Tobs à partir du modèle (6.18) est possible à ondition deonnaître les fontions d'élosion, d'émergene et initiale. Supposons que ette distribution de lapopulation est donnée par des mesures expérimentales par exemple et que le taux d'émergene etla donnée initiale sont onnus, peut on déterminer le taux d'élosion à partir du système (6.18)et de l'équation (6.19). Dans e paragraphe, on s'intéresse à l'existene unique de solution poure problème inverse. On suppose que les fontions onnues satisfont les hypothèses (H1)-(H6).Théorème 7 Soit ψ(a) une donnée expérimentale sur la distribution en âge de la populationlarve à un instant donné. Cette mesure permet de reonstruire uniquement le taux d'élosion àpartir du modèle de roissane dé�nit en (6.18).preuve : Raisonnons par l'absurde. Soient (ue, ul, β) et (ve, vl, λ) deux solution au problèmeinverse i.e.
ψ(a) = ul(Tobs, a) = vl(Tobs, a), a ∈ [0, Ll].On pose ū = ue−ve, v̄ = ul−vl et β̄ = β−λ et L l'âge maximal des deux stades de développement.Les densités ū et v̄ véri�ent les équations

{

∂
∂t ū(t, a) + ∂

∂a ū(t, a) + β(a)ū(t, a) = −ve(t, a)β̄(a), a ∈ [0, Le],
∂
∂t v̄(t, a) + ∂

∂a v̄(t, a) + βl(a)v̄(t, a) = 0, a ∈ [0, Ll],
(6.20)pour t ∈ [0, Tobs] ave omme onditions aux bords























ū(t, 0) = 0

v̄(t, 0) =
∫ Le

0 β(a)ue(t, a)da−
∫ Le

0 λ(a)ve(t, a)da,

ū(0, a) = 0, a ∈ [0, Le],

v̄(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

(6.21)et v̄(Tobs, a) = 0. Soient ξe et ξl, deux variables dé�nies sur [0, Lk] × [0, Tobs], où k = e, l,satisfaisant le problème adjoint du système (6.18)-(6.19)
{

− ∂
∂tξ

e(t, a)− ∂
∂aξ

e(t, a) + β(a)ξe(t, a) = ξl(t, 0)β(a), a ∈ [0, Le],

− ∂
∂tξ

l(t, a)− ∂
∂aξ

l(t, a) + βl(a)ξl(t, a) = 0, a ∈ [0, Ll],
(6.22)
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6.7 Modi�ation du problème d'estimation. 103et les onditions limites suivantes






















ξe(t, Le) = 0,

ξe(Tobs, a) = 0, a ∈ [0, Le],

ξl(t, Ll) = 0,

ξl(Tobs, a) = θ(a), , a ∈ [0, Ll].

(6.23)On multiple la première équation de (6.20) par ξe puis on l'intègre sur le domaine [0, Tobs]×[0, Le].De même, on multiple la deuxième par ξl puis on l'intègre sur le domaine [0, Tobs]× [0, Ll]. Aprèssimpli�ations, on a
{

∫ Tobs

0

∫ Le

0 ξl(t, 0)β(a)ū(t, a)dadt = −
∫ Tobs

0

∫ Le

0 veβ̄(a)ξe(t, a)dadt,
∫ Tobs

0 ξl(t, 0)v̄(t, 0)dadt = 0.
(6.24)A partir de la dé�nition de la densité v̄ à l'âge 0 donné dans (6.21), la deuxième équation de esystème s'érit

∫ Tobs

0
ξl(t, 0)v̄(t, 0)dadt =

∫ Tobs

0
ξl(t, 0)

[
∫ Le

0
β(a)ū(t, a)da+ β̄(a)ve(t, a)da

]

dt = 0.On utilise ette dernière équation pour reérire la première équation de (6.24) de la manièresuivante
∫ Tobs

0
ξl(t, 0)

[

v̄(t, 0) −

∫ Le

0
β̄(a)ve(t, a)da

]

dt = −

∫ Tobs

0

∫ Le

0
veβ̄(a)ξe(t, a)dadt.On déduit alors que

∫ Tobs

0

∫ Le

0
ve(t, a)β̄(a)

(

ξe(t, a) − ξl(t, 0)
)

dadt = 0. (6.25)Les solutions du problème dual sont obtenues en résolvant le système (6.22)-(6.23) par la méthodedes aratéristiques et sont égales à
ξl(t, a) = θ(a− t+ Tobs)e

−
R Tobs

t βl(τ)dτ , a+ Tobs > t

ξe(t, a) =

∫ Tobs

t
e−

R s

t
β(τ)dτβ(a)θ(T − s)e−

R Tobs
s

βl(τ)dτds, a+ Tobs > tCes solutions sont injetées dans l'équation (6.25) puis en jouant sur les variables d'intégration,on fait apparaître l'équation suivante
∫ Tobs

0 θ(Tobs − t)e
−

R Tobs
t βl(τ)dτ

[

∫ Le

0 β̄(a)β(a)
∫ Tobs

0 ve(s, a)e−
R s

0 β(τ)dτdsda
]

dt

−
∫ Tobs

0 θ(Tobs − t)e
−

R Tobs
t βl(τ)dτ

[

∫ Le

0 β̄(a)ve(t, a)da
]

dt = 0. (6.26)On pose θ(t) = tn, où n est stritement positif, ainsi pour tous t appartenant à l'intervalle [0, Tobs]le terme nul de ette équation est
∫ Le

0
β̄(a)

[

β(a)

∫ Tobs

0
ve(s, a)e−

R s

0 β(τ)dτds− ve(t, a)

]

da = 0, (6.27)
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104 Estimation du taux d'élosion.où ve(t, a) est égal, en résolvant le système (6.18), à
ve(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R t

0 λ(τ)dτ , a > t,

0, a ≤ t.Cette fontion est dé�nie non nulle pour tous t ompris dans l'intervalle [0, Le] et pour a dé�nitdans [t, Le]. Par onséquent, seules les fontions β et β̄ sont nulles sur tout le domaine [0, Le].En e�et, si β est nulle alors il reste de l'équation (6.27) le terme
∫ Le

0
β̄(a)ve(t, a)da = 0, (6.28)et par onséquent β̄ est nulle pour tous a ∈ [0, Le], sinon β = λ pour tout a dans [0, Le]. �6.7.1 Formulation et résolution du problème d'estimation.On détermine βe en résolvant le problème de minimisation suivant

[P1]
′′

=











Minβe∈K

∫ Ll

0

[

ul(Tobs, a)− ψ(a)
]2
da,où ul est donnée par (6.18)et K est le domaine des solutions admissibles donné par

K = {β(a) ∈ L∞([0, Le]); 0 < β ≤ β ≤ β̄}.Théorème 8 Le problème [P1]
′′ admet au moins un optimum.Preuve : Soit d la borne inférieure de la fontion oût telle que 0 ≤ d < +∞. Soit {βe

n}, où nest un entier non nul, une suite minimisante telle que
d < J (βe

n) ≤ d+
1

n
, (6.29)où la valeur de la fontion oût pour ette solution est donnée par

J (βe
n) =

∫ Ll

0

[

ul
n(Tobs, a)− ψ(a)

]2
da.La suite {βe

n} appartient à l'espae K, par onséquent il existe une sous suite {βe
nk
}k de {βe

n}nqui onverge faiblement vers βe
∗ dans l'espae L2([0, Le]). La densité ul est dépendante de la suite

{βe
nk
}k, on la note {ue

nk
}k et est donnée par

ul
nk

(Tobs, a) =

{

0, a > Tobs,

e−
R a

a−t
βl(s)ds ∫ Le

a−Tobs
βe

nk
(s)ue

0(s− a+ Tobs)ds, a ≤ Tobs.Cette suite est bornée dans l'espae L2([0, Ll]). La fontion ue
0 est bornée dans L2([0, Le]), ondéduit alors

∫ Le

a−Tobs

βe
nk

(s)ue
0(s− a+ Tobs)ds −−−−→

k→+∞

∫ Le

a−Tobs

βe
∗(s)u

e
0(s− a+ Tobs)ds,

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



6.7 Modi�ation du problème d'estimation. 105ar βe
nk

onverge faiblement vers β∗ dans l'espae L2([0, Le]). La limite de la suite {ul
nk
}k estdon égale à

ul
∗(Tobs, a) =

{

0, a > Tobs,

e−
R a

a−t
βl(s)ds ∫ Le

a−Tobs
βe
∗(s)u

e
0(s− a+ Tobs)ds, a ≤ Tobs.Finalement, la fontion oût au point βe

nk
onverge vers

J (βe
nk

) =

∫ Ll

0

[

ul
nk

(Tobs, a)− ψ(a)
]2
da

−−−−→
k→+∞

∫ Ll

0

[

ul
∗(Tobs, a)− ψ(a)

]2
da = J (βe

∗),et J (βe
∗) = d ave (6.29). �On a deux manières de résoudre le problème [P1]

′′ , soit on remplae la densité larve par sonexpression pour faire apparaître le taux d'élosion, puis on étudie diretement la fontion oût.Soit, on formule le Lagrangien omme dans l'étude des préédents problèmes de minimisation. Onhoisit la deuxième méthode ar la plupart des aluls ont déjà été expliités dans les paragraphespréédents.Soient p, q et h les variables Lagrangiennes et S le veteur égal à (ue, ul, βe, p, q, h). Le Lagrangienest,
L(S) = J (βe) +

∫ Tobs

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue] p(t, a)dadt

+

∫ Tobs

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul
]

q(t, a)dadt

+

∫ Tobs

0

[

ul(t, 0) −

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

h(t)dt.La fontion S∗ est un optimum de L si
∇L(S∗) = (∂βeL, ∂pL, ∂qL, ∂ueL, ∂ulL)(S∗) = 0.La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p et q au point S∗ donnent les deux premièreséquations de (6.18). La dérivée du Lagrangien par rapport à h donne la ondition aux limites

ul(t, 0).La première équation du système adjoint s'obtient en alulant la dérivée du Lagrangien parrapport à ue











− ∂
∂tp

∗(t, a)− ∂
∂ap

∗(t, a) + βe,∗(a)p∗(t, a) = h∗(t)βe,∗(a), a ∈ [0, Le]

p∗(Tobs, a) = 0, a ∈ [0, Le]

p∗(t, Le) = 0,

(6.30)pour t dé�nit dans l'intervalle [0, Tobs]. La deuxième équation du problème adjoint est donnée,en dérivant le Lagrangien par rapport à ul, par






















− ∂
∂tq

∗(t, a)− ∂
∂aq

∗(t, a) + βl,∗(a)q∗(t, a) = 0, a ∈ [0, Ll]

q∗(t, 0) = h∗(t),

q∗(Tobs, a) = 2
[

ψ(a)− ul(Tobs, a)
]

, a ∈ [0, Ll]

q∗(t, Ll) = 0.

(6.31)
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106 Estimation du taux d'élosion.pour t dé�nit dans l'intervalle [0, Tobs]. Ces deux équations sont liées par la fontion h(t). Lafontion p∗ pour tous t et a est dé�nie à ondition que la fontion q∗ est dé�nie pour tous t eten l'âge 0.Par la méthode des aratéristiques, le système (6.31) admet une solution expliite qui est donnéepar
q∗(t, a) = q(Tobs, a)e

R t

Tobs
βl,∗(τ)dτ

,

= 2
[

ψ(a− t+ Tobs)− u
l(Tobs, a− t+ Tobs)

]

e−
R Tobs
t βl,∗(τ)dτ . (6.32)Cette intégrale est bien dé�nie sur tout le domaine en âge et en temps. La solution du système(6.30) est égale à

p∗(t, a) =

∫ Tobs

t
e−

R s

a
βe,∗(τ)dτβe,∗(a)q∗(s, 0)ds. (6.33)Ces solutions vont servir au alul de l'inonnu βe,∗. Soit l une fontion de l'espae L2([0, Le])nulle sur les bords du domaine en âge,

<
∂L

∂βe
, l >L2(Ω)=< uep− h(t)ue, l >L2(Ω) .La fontion S∗ est un optimum si et seulement si ∇L(S∗) = 0, 'est à dire si

ue,∗(t, a)p∗(t, a)− q∗(t, 0)ue,∗(t, a) = 0,où p∗, q∗ sont donnés par les équations (6.32) et (6.33) et (ue,∗, ul,∗) sont donnés en résolvant lesystème (6.18).6.7.2 Le problème disret.On étudie le problème disret de [P1]
′′ pour obtenir une solution numérique. On onsidère lemaillage dé�nit dans le paragraphe (6.3) de e hapitre. La disrétisation de la fontion oût sure maillage est

J∆(βe
∆) = ∆a

Na
∑

i=1

[

u
l,Nt

i − ψi

]2
,où le veteur ul,Nt

i pour i allant de 1 à Na est donné par
u

e,n+1
i =

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i

, i = 1,Na, n = 0,Nt− 1,

u
l,n+1
i =

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i

, i = 1,Na, n = 0,Nt− 1,

u
e,0
i = φi, i = 0,Na, (6.34)
u

l,n
0 = ∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i n = 0,Nt,

u
e,n
0 = 0, n = 0, Nt,

u
l,0
i = 0, i = 0, Na.
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6.7 Modi�ation du problème d'estimation. 107On herhe le ontr�le βe
∆ dans l'espae des solutions K∆ donné par
K∆ = {β∆(a) = βi, 0 ≤ βi ≤ β̄, ∀i = 1,Na}qui est l'approximation de l'espae des fontions K. La solution doit satisfaire le problème deminimisation suivant

[P1]
′′

∆











J∆(βe
∆) = Min(ge

∆)∈K∆
J∆(ge

∆)où ul
∆ véri�e (6.34)L'étude de e problème s'organise de la manière suivante : on montre d'abord que le problème estbien posé puis on montre que la fontion oût possède les bonnes propriétés pour une reherhenumérique de l'optimum par une méthode de Quasi-Newton.Théorème 9 [P1]

′′

∆ admet au moins une solution.Preuve : La démonstration se fait de manière analogue à la preuve du théorème (2) de e ha-pitre.Pour aratériser la solution, on formule le Lagrangien. Soient pn
i et qn

i , pour i = 1,Na, n > 0,les variables duales. Le Lagrangien s'érit
L∆(S) = J∆(βe

∆) +

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

pn
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i

)

+

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

qn
i

(

u
l,n+1
i −

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i

)

·La dérivée du Lagrangien par rapport à la variable d'état ue,n0

i0
pour i0 = 1,Na et n0 = 0,Nt età l'optimum S∗ donne la relation pour le alul des multipliateurs de Lagrange

pn0
i0

=
∆t

∆a

pn0+1
i0+1

1 + ∆tβe,∗
i0+1

+ pn0+1
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβe,∗
i0

,pour i0 = 1, Na et n0 = Nt − 1, 0 ave pNt

i = fi. La dérivée du Lagrangien par rapport à ul,n0

i0pour i0 = 1, Na et n0 = 0, Nt et au point S∗ donne la relation pour le alul des variables duales
qn0
i0

=
∆t

∆a

qn0+1
i0+1

1 + ∆tβl,∗
i0+1

+ qn0+1
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβl,∗
i0

,pour i0 = 1, Na et n0 = Nt − 1, 0. Pour n0 = Nt

qNt

i0
= −2∆a

[

u
l,Nt

i0
− ψi0

]2Soient (p, q) et (p̃, q̃) les variables de Lagrange obtenues respetivement ave βe et β̃e. Les fon-tions véri�ent le lemme suivant
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108 Estimation du taux d'élosion.Lemme 14 Les variables duales sont uniformément bornées et ontinuent par rapport au ontr�le
βe

∆ i.e.
|pn

i | ≤ N, |qn
i | ≤ N, i = 1,Na et n ≥ 0 et

‖pn − p̃n‖∞ ≤ c‖β
e − β̃e‖∞, n ≥ 0

‖qn − q̃n‖∞ ≤ k‖β
e − β̃e‖∞, n ≥ 0où N , M , c et k sont des onstantes positives.Ce lemme est utile pour prouver la onvergene de l'algorithme de Quasi-Newton. Le gradientse alule failement et s'érit

∂L

∂βe
i

(S) =

Nt−1
∑

n=0

∆tpn
i−1

(

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

)

(1 + ∆tβe
i )

2
·pour i = 1, Na. On utilise e veteur dans l'algorithme de Quasi-Newton. Comme la fontionLagrangienne possède les bonnes propriétés, on sait que ette méthode onverge.6.7.3 Résultats numériques.On résout le problème d'estimation du taux d'élosion [P1]

′′ ave les routines d'optimisationde la librairie IMSL. La méthode Quasi-Newton est implémentée dans la routine BCONG. Enrésolvant le problème d'évolution (6.18), on se onstruit la donnée expérimentale ψ à partir desfontions suivantes :
βe

ex(a) = e
−(a−7

0,5
)2
, a ∈ [0, Le], βl

ex(a) = e
−(a−30

0,25
)2
, a ∈ [0, Ll], ue

0(a) = e
−(a−1

0,25
)2
, a ∈ [0, Le]où βe

ex et βl
ex sont respetivement le taux d'élosion et le taux d'émergene exates. L'âge maxi-mal de vie des oeufs est 10 et elui des larves est 36. La population initiale est une ohorte d'oeufsd'âge moyen d'un jour. On suppose qu'une pyramide des âges est mesurée au stade larvaire surette population au 16ème jour après leur naissane. Cette donnée est représentée sur le graphe(b) de la �gure 6.9. C'est une gaussienne entrée en l'âge 10 et de largeur 0, 25 environ. Onherhe à partir de ette donnée expérimentale la solution βe

app du problème [P1]
′′ . Le problèmeadmet un optimum dès que J∆(βe

app) = 0.On présente deux résultats dont le premier est la solution de [P1]
′′ obtenue ave l'observationonstruite. Le deuxième est la solution du problème d'optimisation ave la fontion oût suivante

F(βe) = J (βe) + η‖βe‖22Dans e deuxième alul, on impose des onditions de régularité sur la solution reherhée. Leonstante η est prise dans l'intervalle [0, 1[.
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6.7 Modi�ation du problème d'estimation. 109Solution de [P1]
′′ .L'algorithme de QN trouve pour la donnée expérimentale du graphe (b) de la �gure 6.9, le tauxd'élosion traé en bleu sur le graphe (a) de ette �gure. La distribution en âge de la ohorte oeufau 16ème jour après leur naissane est simulée, par le modèle pour e taux d'élosion identi�é,en bleu sur le graphe (b). (a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

age (jours)
5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

age (jours)Fig. 6.9: (a) Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire est la valeur exateet la ourbe bleue est le taux estimé par l'algorithme de QN. (b) : Distribution de lapopulation larvaire en fontion de l'âge à l'instant Tobs. Les ourbes noire et bleue sontobtenues en résolvant le problème (6.18) ave respetivement le taux exate et le tauxestimé.Cette solution est osillante sur le domaine en âge [6,8℄ et est nulle en dehors de et intervalle.La distribution en âge alulée ave e taux estimé est superposée à la donnée expérimentale.Bien que le support des fontions βe
ex et βe

app est identique, es fontions ne se onfondent pas.Par onséquent, le problème [P1]
′′ n'admet pas une unique solution.Solution de [P1]

′′ ave régularisation de la solution.L'algorithme de QN trouve pour la donnée expérimentale du graphe (b) de la �gure 6.10, le tauxd'élosion traé en bleu sur le graphe (a) de ette �gure. La distribution en âge de la ohorteoeuf au 16ème jour après leur naissane et assoiée à ette solution est simulée en bleu sur legraphe (b).
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110 Estimation du taux d'élosion.(a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

age (jours)
5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

age (jours)Fig. 6.10: (a) Taux d'élosion en fontion de l'âge. La ourbe noire est la valeur exateet la ourbe bleue est le taux estimé par l'algorithme de QN. (b) : Distribution de lapopulation larvaire en fontion de l'âge à l'instant Tobs. Les ourbes noire et bleue sontobtenues en résolvant le problème (6.18) ave respetivement le taux exate et le tauxestimé.La solution estimée se onfond ave la fontion exate, le problème [P1]
′′ admet dans e as ununique optimum. Figure 6.9 6.10

η 0 0, 110−3

J (βe
app) 3, 210−5 3, 8510−8

F(βe
app) 0 6, 2710−5

‖ul
ex(Tobs)− u

l
app(Tobs)‖∞ 6, 810−3 210−4

‖βe
app − β

e
ex‖∞ 2, 3 3, 810−2

η‖βapp‖
2
2 0 6, 2610−5Tab. 6.2: Valeur de la fontion pour le taux estimé, erreur maximale entre les dis-tributions en âge des larves à l'instant Tobs alulées ave les taux d'élosion exateset approhés, erreur maximale entre les taux d'élosion exates et approhés pour lessolutions des �gures 6.9 et 6.10.Le modèle (6.18) dérit à partir d'un taux d'élosion gaussien la distribution en âge des larvespour une ohorte d'oeufs d'âge moyen d'un jour.
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Chapitre 7Estimation du taux d'émergeneOn estime à partir de données expérimentales le taux d'émergene d'une population Eudémisen fontion de l'âge. Pour ela, on utilise des données expérimentales relatives à la dynamiqued'émergene 'est à dire mesurant le temps de développement d'une population larvaire. Cesexpérienes démarrent ave des oeufs de même âge et se terminent lorsque tous les individussont transformés en papillons. On onnaît alors la date d'apparition de haque adulte, leur sexe,la durée de la dynamique de vol et le développement moyen d'un oeuf pour devenir un adulte.Ces expérienes sont réalisées en onditions ontr�lées, soit une hygrométrie de 60% et unetempérature moyenne de 20�C.Ces informations nous permettent de formuler le problème d'évolution assoié à la roissaned'une population d'oeufs jusqu'au stade larvaire










































∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), a ∈ [0, Le], t ∈ [0, T ],
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a), a ∈ [0, Ll], t ∈ [0, T ],

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, Le],

ul(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

ue(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ],

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t ∈ [0, T ],

(7.1)
où ue est la densité d'individus oeufs, ul la densité d'individus larves, Le l'âge maximal de vied'un oeuf, Ll l'âge maximal de vie d'une larve et T le temps �nal de l'expériene. On néglige letaux de mortalité dans es équations ar le nombre d'individus déédant dans ette expérieneest très faible. La relation dérivant la dynamique d'émergene est donnée par

qexp(t) =

∫ Ll

0
βl(a)ul(t, a)da, t ∈ [0, T ], (7.2)où qexp est la donnée expérimentale. La ondition de renouvellement des oeufs est nulle arauun oeuf n'est introduit au ours de l'expériene. Et les larves viennent uniquement de latransformation des oeufs.H 8 La fontion qexp est bornée et non négative par rapport à la variable temps t donnée dansl'intervalle [0, T ].7.1 Formulation du problème d'estimation.L'objetif est d'identi�er la fontion βl satisfaisant l'équation (7.2). La fontion de densité desindividus henilles se alule en temps et en âge en résolvant la deuxième équation du système
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112 Estimation du taux d'émergene(7.1), et s'exprime en fontion du taux d'élosion, de la donnée initiale de la densité oeuf etdu taux d'émergene. On herhe alors le ouple de fontions (βe, βl) véri�ant l'équation (7.2)mais aussi le système (7.1). Nous herhons un ensemble de fontions (βe, βl, ue, ul) satisfaisantl'équation (7.2). Pour exatement déterminer les taux de passage d'un stade de développementà l'autre, nous formulons un problème de moindre arré qui onsiste à minimiser l'erreur entrela dynamique d'émergene expérimentale et la dynamique d'émergene modélisée
[P2] =























































































Min(βe,βl)∈K2

∫ T
0

[

∫ Ll

0 βlulda− qexp(t)
]2
dt,où (ue, ul) sont les solutions de











































∂ue(t,a)
∂t + ∂ue(t,a)

∂a = −βe(a)ue(t, a), (t, a) ∈ Ωe,
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a), (t, a) ∈ Ωl,

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, Le],

ul(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

ue(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ],

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t ∈ [0, T ],où Ωe est le domaine dé�nit par [0, T ]× [0, Le] et Ωl elui donné par [0, T ] × [0, Ll]. L'ensembledes solutions admissibles est dé�nit par
K = {β(a) ∈ L∞([0, L]); 0 < β ≤ β ≤ β̂}.On note la fontion oût J (βe, βl).Théorème 10 Le problème [P2] admet au moins un optimum.Preuve : On utilise la méthode du théorème 1 sur l'existene d'un minimum au problèmed'estimation du taux d'élosion.Deux sous-problèmes.Considérons que l'on souhaite estimer seulement le taux d'élosion βe ou le taux de vol βlà partir de données portant sur la dynamique d'émergene. Dans le premier as, le problèmed'optimisation est

[P2]
′

=























































































Min(βe∈K)

∫ T
0

[

∫ Ll

0 βl
ex(a)ul(t, a)da− qexp(t)

]2
dt,où (ue, ul) sont les solutions de











































∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), (t, a) ∈ Ωe,
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl
ex(a)u

l(t, a), (t, a) ∈ Ωl,

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, Le],

ul(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

ue(t, 0) = 0,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t ∈ [0, T ],
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7.2 Résolution du problème d'estimation ontinu. 113Ce problème admet au moins une solution optimale. La preuve est semblable à elle du théorème1.Dans la deuxième situation, on identi�e la fontion βl ave βe onnu. Le problème d'optimisationdevient
[P2]

′′

=























































Min(βl∈K)

∫ T
0

[

∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da− qexp(t)
]2
dt,où ul est la solution de











∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a), (t, a) ∈ Ωl,

ul(0, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

ul(t, 0) =
∫ Le

t βe
exu

e
0(a− t)e

−
R a

a−t
βe

ex(τ)dτda, t ∈ [0, T ],où t est dans [0, T ]. Comme les autres problèmes, elui-i admet aussi un optimum.7.2 Résolution du problème d'estimation ontinu.On transforme le problème [P2] en un problème de points selles. Soient p, q et h les variablesLagrangiennes et S le veteur (ue, ul, βe, βl, p, q, h). Le Lagrangien est dé�nit par,
L(S) = J (βe, βl) +

∫ T

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue] p(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul
]

q(t, a)dadt

+

∫ T

0

[

ul(t, 0) −

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

h(t)dt.La fontion S∗ est un optimum de L si
∇L(S∗) = (∂βeL, ∂βlL, ∂pL, ∂qL, ∂ueL, ∂ulL)(S∗) = 0.La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p et q au point S∗ donnent le problèmed'évolution (7.1). La dérivée du Lagrangien par rapport à h donne la ondition limite pour lavariable d'état ul.Le problème adjoint s'obtient en alulant les deux dérivées suivantes. Soit w une fontion del'espae L2(Ωe) telle que w(0, a) = w(t, 0) = 0, et où Ωe est égal à [0, T ]× [0, Le], alors

<
∂L

∂ue
, w >L2(Ωe)= − < ∂tp+ ∂ap− β

ep,w >L2(Ωe)

−

∫ T

0
h(t)

∫ Le

0
βe(s)w(t, s)dsdt +

∫ Le

0
(pw)(T, a)da +

∫ T

0
(pw)(t, Le)dt.Comme < ∂L

∂ue (S∗), w >L2(Ωe)= 0 pour tous w, nous déduisons le problème adjoint assoié à ladensité ue

(b)











− ∂
∂tp

∗(t, a)− ∂
∂ap

∗(t, a) + βe
∗(a)p

∗(t, a) = h∗(t)βe
∗(a), a ∈ [0, Le],

p∗(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

p∗(t, Le) = 0.
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114 Estimation du taux d'émergeneSoit maintenant w une fontion de l'espae L2(Ωl) telle que w(0, a) = 0, et où Ωl est égal à
[0, T ]× [0, Ll], la dérivée du Lagrangien par rapport à la densité larve est

<
∂L

∂ul
, w >L2(Ωl) = −2

∫ T

0
qexp(t)

∫ Ll

0
βlwdadt + 2

∫ T

0

(

∫ Ll

0
βlulda

∫ Ll

0
βlwda

)

dt

− < ∂tq + ∂aq − β
lq, w >L2(Ωl) +

∫ T

0
(h(t)− q(t, 0))w(t, 0)dt

+

∫ Ll

0
(qw)(T, a)da +

∫ T

0
(qw)(t, Ll)dt.La fontion S∗ est la solution optimale si < ∂L

∂ul (S
∗), w >L2(Ωl)= 0 pour tous w, la deuxièmeéquation du problème adjoint est alors donnée par

(c)































− ∂
∂tq

∗(t, a)− ∂
∂aq

∗(t, a) + βl
∗(a)q

∗(t, a) = 2βl
∗(a)qexp(t)

−2βl
∗(a)

∫ Ll

0 βl
∗(s)u

l,∗(t, s)ds, a ∈ [0, Ll],

q∗(t, 0) = h∗(t),

q∗(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

q∗(t, Ll) = 0.Ces deux problèmes adjoints sont liés par la fontion h(t). Les valeurs de p∗ pour tous t et a sontdéduites si et seulement si les valeurs de q∗ pour tous t et a sont onnues. Le système () admetune solution, qui est donnée par
q∗(t, a) =

{

2
∫ T
t e−

R s

t
βl
∗
(τ)dτβl

∗(a)f
∗(s)ds, Ll ≥ a > t,

2
∫ Ll

a e−
R s

t
βl
∗
(τ)dτβl

∗(s)f
∗(t)ds, a ≤ t,

(7.3)où f∗(s) = qexp(s)−
∫ Ll

0 βl
∗(a)u

l
∗(s, a)da. Alors que la solution au système (b) est

p∗(t, a) =

{

∫ T
t e−

R s

t
βe
∗
(τ)dτβe

∗(a)q
∗(s, 0)ds, Le ≥ a > t,

∫ Le

a e−
R s

a
βe
∗
(τ)dτβe

∗(s)q
∗(t, 0)ds, a ≤ t,

(7.4)Ces intégrales sont dé�nies pour tous t dans l'intervalle [0, T ]. Nous avons les expressions pourles variables duales (p∗, q∗, h∗) et les densitées (ue,∗, ul,∗), on détermine à présent les expressionspour le alul des fontions (βe,∗, βl,∗). Soit l dans l'espae L2([0, Le]) telle que l(L) = l(0) = 0,
<

∂L

∂βe
, l >L2(Ωe)=< uep− h(t)ue, l >L2(Ωe) .La dérivée du Lagrangien par rapport à βl est

<
∂L

∂βl
, l >L2(Ωl) =<

∂J

∂βl
, l >L2(Ωl) + < ulq, l >L2(Ωl),où <

∂J

∂βl
, l >L2(Ωl) = 2 < ul(

∫ Ll

0
βlulda− qexp), l >L2(Ωl) .La fontion S∗ est un optimum si et seulement si ∇L(S∗) = 0, 'est à dire

ue
∗(t, a)p

∗(t, a) − q∗(t, 0)ue
∗(t, a) = 0, a ∈ [0, Le],

2ul
∗(t, a)(

∫ Ll

0
βl
∗(s)u

l
∗(t, s)ds − qexp(t)) + ul

∗(t, a)q
∗(t, 0) = 0, a ∈ [0, Ll],
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7.3 Le problème disret. 115où les fontions p∗, q∗ sont données par les intégrales (7.3) et (7.4) et (ue,∗, ul,∗) sont donnés parla résolution de (7.1).La résolution des deux problèmes partiuliers [P2]
′ et [P2]

′′ , dé�nis dans le paragraphe préédent,est équivalente à elle dérite ii. Dans le premier problème, on alule la dérivée du Lagrangienpar rapport aux variables (βe, ue, ul, p, q, h) pour �nalement obtenir l'expression suivante surl'optimum,
ue
∗(t, a)p

∗(t, a)− q∗(t, 0)ue
∗(t, a) = 0, a ∈ [0, Le],où p∗ et q∗ sont donnés par (7.3) et (7.4). Dans le deuxième as, on dérive seulement le Lagrangienpar rapport à (βl, ul, p, h). L'expression de l'optimum dérive de la relation suivante :

2ul
∗(t, a)(

∫ Ll

0
βl
∗(s)u

l
∗(t, s)ds − qexp(t)) + ul

∗(t, a)q
∗(t, 0) = 0, a ∈ [0, Ll].où ul,∗ est donné par les équations d'état et q∗ par l'équation (7.3).7.3 Le problème disret.On onsidère le maillage utilisé pour l'estimation du taux d'élosion. Le nombre de mailles desdeux domaines en âge ([0, Le] et[0, Ll]) est supposé identique, soit égal à Na. La forme disrètede la fontion oût est

J∆(βe
∆, β

l
∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

βl
iu

l,n
i − q

n
exp

]2

,où le veteur ul,n
∆ satisfait le système














































u
e,n+1
i =

ue,n
i (1− ∆t

∆a
)+ ∆t

∆a
ue,n

i−1

1+∆tβe
i

, i = 1,Na, n = 1,Nt− 1,

u
l,n+1
i =

ul,n
i (1− ∆t

∆a
)+ ∆t

∆a
ul,n

i−1

1+∆tβl
i

, i = 1,Na, n = 1,Nt− 1,

u
e,1
i = φi, , i = 1,Na,

u
l,1
i = 0, i = 1,Na,

u
e,n
0 = 0, n > 0,

u
l,n
0 = ∆a

∑Na
i=1 β

e
i u

e,n
i n = 0,Nt

(7.5)
On herhe alors les fontions (βe

∆, β
l
∆) ∈ K2

∆. L'espae K∆ est une approximation de l'espaedes fontions K. Il est dé�nit par
K∆ = {β∆(a) = βi, a ∈ Ci, 0 ≤ βi ≤ β̄ , i = 1,Na}.Le ouple de solutions doit satisfaire le problème de minimisation suivant :

[P2]∆











J∆(βe
∆, β

l
∆) = Min(g1

∆,g2
∆)∈K∆

J∆(g1
∆, g

2
∆)où ul

∆ véri�e (7.5).L'étude de e problème se onstruit en trois parties : on véri�e d'abord que e problème estbien posé et qu'il admet un optimum. Dans un deuxième temps, on s'assurera que le minimum
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116 Estimation du taux d'émergenetrouvée par l'algorithme de Quasi-Newton est un minimum du problème ontinu, à savoir qu'ilappartient à l'espae des solutions admissibles et que la valeur de la fontion oût orrespond àelle du problème ontinu.Théorème 11 Le problème [P2]∆ admet au moins une solution.Preuve : Soit d = Inf(βe
∆,βl

∆)∈K∆
J∆(βe

∆, β
l
∆). Alors 0 ≤ d < +∞ ( par exemple :

J∆(0) = ∆t
∑Nt

n=0

[

qn
exp

]2
< +∞).Soit {βk

∆} une suite minimisante assoiée au ouple {βe
∆, β

l
∆}, où k est un entier non nul, telleque

d+
1

k
≥ J∆(βk

∆) > d,où J∆(βk
∆) = ∆t

∑Nt
n=0

[

∆a
∑Na

i=1 β
l,k
i u

l,n
i (βk

∆)− qn
exp

]2. Le veteur ul,n
i (βk

∆) , i = 1,Na orres-pond au alul de la densité ave la suite βk
∆.La suite {βk

∆}k ∈ K∆, elle est don bornée. D'après le théorème de B.W, on peut en extraire unesous suite, notée {βkn

∆ }kn
∈ K∆ qui onverge vers β∗∆ ∈ K∆ 'est à dire vers (βe,∗

∆ , β
l,∗
∆ ).Les lemmes (8) du hapitre 3 de la partie 2 nous assure que

|ul,n
i (βk

∆)− ul,n
i (β∗∆)| ≤ C1|β

l,k
i − β

l,∗
i |+ C2|β

e,k
i − βe,∗

i | −−−−→
k→+∞

0.On a alors
J∆(βk

∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β
l,k
i u

l,n
i (βk

∆)− qn
exp

]2

,

= ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i (βk

∆)(βl,k
i − β

l,∗
i ) + β

l,∗
i (ul,n

i (βk
∆)− ul,n

i (β∗∆))

]2

,

+ ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β
l,∗
i u

l,n
i (β∗∆)− qn

exp

]2

−−−−→
k→+∞

∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

β
l,∗
i un

i (β∗∆)− qn
exp

]2

= J∆(β∗∆) = d. �7.3.1 Résolution du problème disretSoient pn
i et qn

i , pour i allant de 1 à Na, et n allant de 0 à Nt, les variables de Lagrange. Laforme disrète du Lagrangien est
L∆(S) = J∆(βe

∆, β
l
∆) +

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

pn
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i

)

+

Nt−1
∑

n=0

Na
∑

i=1

qn
i

(

u
l,n+1
i −

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i

)

·où le veteur S est dé�nit par (βe
∆, β

l
∆, u

e
∆, u

l
∆, p∆, q∆) ave

uk
∆ = {uk,n

i }, i = 0,Na, n = 0,Nt, k = e, l, et
p∆ = {pn

i }, q∆ = {qn
i }, i = 0,Na, n = 0,Nt.
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7.3 Le problème disret. 117La dérivée du Lagrangien par rapport à la variable d'état ue,n0

i0
et à l'optimum S∗ donne larelation pour le alul des multipliateurs de Lagrange

pn0
i0

=
∆t

∆a

pn0+1
i0+1

1 + ∆tβe,∗
i0+1

+ pn0+1
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβe,∗
i0

, i0 = 1,Na, n0 = 0,Nt − 1,ave pNt

i = fi. Soit Pn le veteur de taille Na assoié au alul de la variable duale pn
i à l'itération

n, et A la matrie Na ×Na telle que
A =



















(1− ∆t
∆a

)

1+∆tβe,∗
1

∆t/∆a
1+∆tβe,∗

2
0 0

0
. . . . . . 0

0 0
. . . ∆t/∆a

1+∆tβe,∗
Na

0 0 0
(1− ∆t

∆a
)

1+∆tβe,∗
Na



















.Les variables duales véri�ent le système matriiel
Pn = APn+1, n = 0,Nt − 1.La matrie A est triangulaire supérieur dont ses éléments diagonaux sont positifs. Sous la ondi-tion de CFL, le système admet une unique solution.La dérivée du Lagrangien par rapport à ul,n0

i0
et au point S∗ donne la relation pour le alul desvariables duales suivante

qn0
i0

= −2∆t∆aβl,∗
i0

(∆a
Na
∑

i=1

β
l,∗
i u

l,∗,n0
i − qn0

exp) +
∆t

∆a

qn0+1
i0+1

1 + ∆tβl,∗
i0+1

+ qn0+1
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβl,∗
i0

,pour i0 allant de 1 à Na et pour n0 allant de 0 à Nt − 1. Soit Qn le veteur de taille Na assoiéau alul de la variable duale qn
i à l'itération n, DJn le veteur de taille Na dé�nit par

DJn =













2∆t∆aβl,∗
1 (∆a

∑Na
i=1 β

l,∗
i u

l,∗,n
i − qn

exp)......
2∆t∆aβl,∗

Na
(∆a

∑Na
i=1 β

l,∗
i u

l,∗,n
i − qn

exp)













,et B la matrie Na ×Na telle que
B =



















(1− ∆t
∆a

)

1+∆tβl,∗
1

∆t/∆a

1+∆tβl,∗
2

0 0

0
. . . . . . 0

0 0
. . . ∆t/∆a

1+∆tβl,∗
Na

0 0 0
(1− ∆t

∆a
)

1+∆tβl,∗
Na



















.Les variables duales satisfont le système
Qn = BQn+1 −DJn, n = 0,Nt − 1.La matrie B est triangulaire supérieur dont ses éléments diagonaux sont positifs. Sous la ondi-tion de CFL, e système admet don une unique solution.Le lemme suivant sert à démontrer la onvergene de l'algorithme de desente de Quasi-Newtonvers un optimum de [P2]∆.
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118 Estimation du taux d'émergeneLemme 15 Sous la ondition de CFL, il existe des onstantes positives c1 et c2 telles que
‖pn+1 − p̃n+1‖∞ ≤ c1‖β

e
∆ − β̃

e
∆‖∞, n ≥ 0

‖qn+1 − q̃n+1‖∞ ≤ c2‖β
l
∆ − β̃

l
∆‖∞, n ≥ 0où βe

∆, βl
∆, β̃e

∆ et β̃l
∆ sont dans K∆.Preuve : La démonstration de es inégalités a été faite dans la preuve du lemme (11) du hapitre6.La taille du veteur gradient est Na × Na. Les Na premières valeurs orrespondent à la dérivéedu Lagrangien par rapport βe

gi =

Nt
∑

n=0

∆tpn
i−1

(

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

)

(1 + ∆tβe
i )

2
· (7.6)Les Na dernières sont données par le alul de la dérivée par rapport à βl

gi = 2∆a∆t
Nt
∑

n=0

u
l,n
i (∆a

Na
∑

i=1

βl
iu

l,n
i − q

n
exp)

+

Nt
∑

n=1

∆tqn
i−1

(

u
l,n0
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

)

(1 + ∆tβl
i)

2
· (7.7)A partir du lemme (15) préédent et du lemme (8) du hapitre 5, on montre que la Hessienne dela fontion Lagrangienne est deux fois di�érentiables ave dérivées ontinues et est loalementLipshitzienne par rapport à β∆. On peut don appliquer une méthode de Quasi-Newton pourl'obtention d'un minimum du problème [P2]∆. Le prinipe de la méthode est donné dans leparagraphe (6.3.2) du hapitre préédent.7.3.2 Résultats numériques.La méthode Quasi-Newton est implémentée dans la routine BCONG de la librairie IMSL.On l'utilise pour résoudre le problème [P2]∆ selon le protoole dé�nit au paragraphe 6.3.2 et oùle gradient de la fontion est donné par les équations (7.6) et (7.7). Les pas de temps et d'âgesont �xés à 0, 1 et l'âge maximal des stades oeuf et larve est égal à 5. Le temps maximal est de

10 jours. La donnée initiale est �xée à
ue

0(a) = e
−(a−1

0,25
)2
, a ∈ [0, Le]. (7.8)On se donne le taux d'élosion et le taux d'émergene

βe
ex(a) = e

−(a−1,5
0,25

)2
, a ∈ [0, Le], βl

ex(a) = e
−(a−3,5

0,5
)2
, a ∈ [0, Ll]. (7.9)Ave es données, on alule la dynamique d'émergene qexp sur le domaine [0, T ] à partir del'équation (7.2) et en résolvant (7.1). Sa représentation graphique est donnée sur le graphe (b) dela �gure 7.1. A partir de ette dynamique temporelle d'émergene, on estime les taux d'élosion

βe
app et d'émergene βl

app en résolvant le problème de minimisation [P2]∆. Le ouple de solutionsest un optimum lorsque J∆(βe
app, β

l
app) est nul, autrement dit lorsque la dynamique d'émergenealulée ave la solution approhée, qapp, onverge vers la dynamique exate qexp.
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7.3 Le problème disret. 119Estimation des deux taux de passage.Le graphe (a) de la �gure 7.1 représente les fontions taux d'élosion et taux d'émergene parrapport à l'âge (en jours) de l'insete. Les ourbes noire et verte sont respetivement le tauxd'élosion exate et approhé, alors que les ourbes bleue fonée et bleue laire représentent letaux d'émergene exate et estimé.(a) (b)
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0.05

0.06

0.07

0.08

Temps (jours)Fig. 7.1: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etbleue laire sont respetivement les taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue etverte sont respetivement les taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.Les ourbes des taux estimés et exates ne se superposent pas, le problème d'optimisation n'admetdon pas d'unique solution pour ette donnée expérimentale qexp. Le modèle (7.1) simule ladynamique d'émergene du graphe (b) (�gure 7.1) lorsque le taux d'élosion est dé�nit pour desâges ompris dans l'intervalle [1 ; 2℄ jours et lorsque l'émergene des papillons a lieu pendant2 jours pour des henilles âgées de 2,5 jours à 4,5 jours. Cette dynamique d'émergene estaussi simulée par le modèle mathématique lorsque le taux d'élosion est dé�nit pour des âgesompris dans l'intervalle [4 ; 4,7℄ jours et lorsque l'émergene des papillons a lieu pendant 1,5 joursdès l'élosion des henilles ou pour des henilles âgées d'un jour et demi. Dans ette deuxièmesituation, une partie de la population oeuf se développe pendant le stade oeuf et jamais pendantle stade larve. La solution estimée par la méthode QN ne permet pas de modéliser orretementla roissane de l'insete en fontion de tous les stades de développement.Estimation du taux d'élosion ou du taux d'émergene.On propose, dans e paragraphe, d'estimer les taux de passage l'un après l'autre. Le graphe (a)de la �gure 7.2 est le résultat de la minimisation du problème [P2] par rapport au taux de voloù le taux d'élosion est égal à (7.9). Le deuxième graphe de ette �gure est le résultat de lareherhe du taux d'élosion onnaissant le taux d'émergene (βl
app = βl

ex).
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120 Estimation du taux d'émergene(a) (b)
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age (jours)
0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

age (jours)Fig. 7.2: Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire et vertesont respetivement les taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleue lairesont respetivement les taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN. (a) :Estimation du taux d'émergene seul. (b) : Estimation du taux d'élosion seul.Dans les deux résultats, l'algorithme trouve une solution osillante. L'erreur entre les solutionsexates et approhées est supérieure au pas en âge. Les deux problèmes d'optimisation dérivantdu problème [P2] n'admettent pas d'unique solution.Figure (7.2) (a) (b)
J (βe

app, β
l
app) 1, 8310−7 1, 5810−8

‖qexp − qapp‖2 1, 3510−3 3, 9710−4

‖qexp − qapp‖∞ 6, 2210−4 1, 4010−4Tab. 7.1: Valeur de la fontion oût à l'optimum, norme L2 et erreur maximale entreles dynamiques d'émergene exate et simulée ave la solution estimée de la �gure 7.2.7.4 Régularisation de la solution.On estime les taux d'élosion et d'émergene du modèle (7.1) en imposant des onditions derégularité sur es fontions. Pour ela, on minimise la fontion oût suivante
F(βe, βl) = J (βe, βl) + η1‖β

e‖22 + η2‖β
l‖22 + µ1‖∂aβ

e‖22 + µ2‖∂aβ
l‖22, (7.10)où J est la fontion oût du problème [P2] et ηi et µi, pour i égal à 1 et 2, sont des onstantespositives plus petites que 1. La routine BCONG est utilisée pour l'estimation des deux taux depassage. Le ouple de solutions reherhées est régularisé par la norme minimale des taux depassage mais aussi la norme minimale de leur dérivée première. La ourbe expérimentale qexp estonstruite à partir de la donnée initiale et des taux de passage exates dé�nis dans (7.8) et (7.9).Estimation des deux taux de passage.La solution traée sur le graphe (a) de la �gure 7.3 est obtenue pour ηi égal à 10−8 et µi nul, pour

i égal à 1 et 2. Alors que la solution dessinée sur le seond graphe est la solution du problèmed'estimation ave ηi et µi égaux à 10−8, pour i égal à 1 et 2.
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7.4 Régularisation de la solution. 121(a) (b)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5.0
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0.2

0.4

0.6

0.8
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1.2

1.4

1.6

age (jours) age (jours)Fig. 7.3: Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etbleue sont respetivement le taux d'élosion exat et le taux d'émergene exat. (a) :Les ourbes verte et bleue laire sont respetivement le taux d'élosion estimé et le tauxd'émergene estimé par la méthode de QN ave ηi égal à 10−8 et µi nul, pour i égal à 1et 2. (b) : Les ourbes en pointillés sont la solution au problème d'estimation [P2] ave
ηi et µi égaux à 10−8, pour i égal à 1 et 2.Pour es deux résultats, la solution estimée ne se superpose pas à la solution exate. Le problèmenumérique d'estimation des taux d'élosion et d'émergene ave des onditions de régularité sures fontions n'admet pas d'unique solution.Le développement de la ohorte oeuf en papillon est dérit par le modèle (7.1) pour di�érentesvaleurs des fontions de passage entre les stades oeuf, larve et papillon. Les fontions estimées ontun support di�érent des fontions exates : dans le premier alul le support du taux d'élosionest plus petit que le taux exate alors qu'il est deux fois plus grand dans le deuxième alul. Al'inverse, le support de la fontion de passage entre les stades larve et papillon est plus grandque la solution exate dans le premier résultat et est plus petit dans le seond. Autrement dit,les di�érenes en âge de développement pour une ohorte oeuf peuvent être plus importantes austade oeuf ou au stade larve. D'après les mesures faites expérimentalement sur ette population(Auroy, 2006 ; Thiéry 2005) en onditions ontr�lées, les di�érenes maximales de développemententre les individus sont plus grandes au stade larve (20 à 25 jours selon les onditions) qu'austade oeuf (3 jours). La solution estimée dans le premier exemple est don ohérente ave lesobservations expérimentales alors que la deuxième solution n'est pas orrete.Estimation du taux d'élosion onnaissant le taux de vol.On propose d'estimer le taux d'élosion du modèle (7.1) en admettant que le taux d'émergeneest donné par (7.9). On résout alors le problème [P2]

′ où la solution est régularisée ave lanorme minimale de la dérivée seonde du taux d'élosion. L'algorithme de Quasi-Newton trouvele taux d'élosion traé en vert sur le graphe (a) de la �gure 7.4. Le graphe (b) représente lesdynamiques d'émergene exate (ourbe noire) et alulée ave le taux estimé (ourbe bleue) auours du temps.
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122 Estimation du taux d'émergeneFigures 7.3 (a) (b)
ηi, i = 1, 2 10−8 10−8

µi, i = 1, 2 0 10−10

J(βe
app,βl

app) 6, 1110−6 5, 3210−7

F(βe
app, β

l
app) 6, 1210−6 5, 6910−7

‖qexp − qapp‖∞ 3, 910−3 1, 0710−3

η1‖β
e
app‖

2
2 6, 4110−9 5, 3110−9

η2‖β
l
app‖

2
2 5, 1110−9 2, 710−9

µ1‖∂aβ
e
app‖

2
2 0 1, 3010−8

µ2‖∂aβ
l
app‖

2
2 0 1, 6410−8Tab. 7.2: Valeur de la fontion oût à l'optimum, norme L2 et erreur maximale entreles dynamiques d'émergene exate et simulée ave la solution estimée de la �gure 7.3.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.4: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement les taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement les taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.L'erreur maximale entre les solutions estimée et exate sont de l'ordre de 0,1, 'est à dire del'ordre de l'erreur du shéma numérique. Le problème d'estimation [P2]
′ admet alors une uniquesolution numérique pour ette donnée expérimentale (graphe (b) de la �gure 7.4).L'estimation du taux d'élosion du modèle Lobesia botrana annuel pour E(t) onstant au oursdu temps est possible ave des mesures expérimentales portant sur la dynamique temporelled'élosion, sur la pyramide des âges des larves et sur la dynamique temporelle de vol.
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7.4 Régularisation de la solution. 123Estimation du taux d'émergene onnaissant le taux d'élosion.On étudie dans e paragraphe le problème [P2]
′′ dé�nit au dessus. A partir de la dynamiqued'émergene dessinée en noire sur le graphe (b) de la �gure 7.5, on estime le taux d'émergene enimposant des onditions de régularité. On minimise la fontion oût de l'équation (7.10) ave η2nul et µ2 égal à 10−8. L'algorithme de Quasi-Newton identi�e la fontion traée en bleue lairesur le graphe (a) de la �gure 7.5.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.5: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement les taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement les taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.Les solutions exate et approhée se superposent, le problème d'optimisation [P2]
′′ disret admetune unique solution.A partir de la dynamique temporelle d'élosion ou de la pyramide des âges des larves, on peutestimer numériquement un unique taux d'élosion pour le modèle Lobesia botrana annuel oùle veteur E(t) est supposé onstant au ours du temps. Le taux d'émergene peut, par lasuite être identi�é ave une donnée expérimentale portant sur la distribution dans le temps del'émergene des papillons. Ainsi, le modèle mathématique reproduit exatement le développementd'une ohorte oeuf sous des onditions limatiques onstantes.7.4.1 Estimation des taux de passage pour une dynamique d'émergene ex-périmentale.On souhaite estimer les taux d'émergene et d'élosion du modèle (7.1) à partir d'une dyna-mique d'émergene mesurée expérimentalement mais di�érente d'une fontion gaussienne.Sur une éhelle plus petite que le jour, la dynamique d'émergene en fontion du temps mesuréeexpérimentalement ressemble à une fontion onstante par moreaux, ou à une suession defontions gaussiennes. Le modèle (7.1) simule es dynamiques expérimentales pour ertainesvaleurs du taux d'élosion, du taux d'émergene et de la donnée initiale. On se onstruit esdynamiques de vol en imposant aux fontions (βe

ex, β
l
ex, u

e
0) les trois valeurs suivantes : une
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124 Estimation du taux d'émergenegaussienne, une fontion onstante par moreaux ou une fontion de Dira. Globalement, onobtient une ourbe d'émergene sous la forme d'une suession de gaussiennes lorsqu'au moinsune des fontions ue
0, βe

ex ou βl
ex s'exprime ave la fontion Dira. C'est enore vrai lorsqu'onsouhaite reproduire une dynamique de vol en forme d'une fontion réneau. A partir de esdynamiques d'émergene en fontion du temps, on estime les taux d'élosion et d'émergene enrésolvant [P2].D'une manière générale, le problème [P2] n'admet pas d'unique solution quelque soit la dynamiqued'émergene mesurée en onditions de laboratoire. Cependant, on détermine deux as partiuliersoù le problème [P2] admet un unique ouple de solutions (βe, βl). La dynamique d'émergene dugraphe (b) de la �gure 7.6 est onstruite à partir de fontions de passage égales à une fontionDira et une donnée initiale égale à une fontion gaussienne entrée en l'âge 1 jour. La solutiondu problème d'estimation est traée sur le graphe (a) de ette �gure.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.6: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement les taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement les taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.La solution estimée par l'algorithme de QN et la solution exate se superposent, le problème
[P2] disret admet une unique solution pour une dynamique d'émergene aratérisée par un pigaussien par jour. Dans ette situation, la dynamique d'élosion simulée ave le taux d'élosionestimé est aussi une suession de pis gaussiens.La dynamique d'émergene traée sur le graphe (b) de la �gure 7.7 a été obtenue ave l'équa-tion (7.2) où les taux d'élosion et d'émergene et la donnée initiale du modèle (7.1) sont desfontions réneau. Cette dynamique ressemble à une fontion gaussienne et est di�érente desdynamiques mesurées expérimentalement. La solution obtenue au problème [P2] ave ette dy-namique d'émergene est dessinée sur le graphe (a).
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7.4 Régularisation de la solution. 125(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.7: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement le taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement le taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.La solution se onfond ave les taux d'élosion et d'émergene exates. Le problème [P2] disretadmet une unique solution pour ette dynamique d'émergene gaussienne.Ces deux aluls montrent que le problème (7.1)-(7.2) admet numériquement un unique ouplede fontions (βe, βl) lorsque les taux d'élosion et d'émergene sont des fontions onstantes parrapport à l'âge et lorsque la donnée initiale est une fontion gaussienne.7.4.2 Estimation du taux d'émergene pour une dynamique d'émergene ex-périmentale.On s'intéresse au as partiulier d'identi�er le taux d'émergene du modèle (7.1) à partir d'unedynamique de vol des papillons en fontion du temps mesurée expérimentalement. On résout leproblème [P2]
′′ ave deux données expérimentales qui sont la dynamique d'élosion en fontion dutemps qeclo et la dynamique d'émergene temporelle qexp. Ces données sont ajustées à l'algorithmede minimisation, autrement dit les élosions et les émergenes mesurées sur une journée sontréparties sur une éhelle de 2h40 selon deux approhes. Dans la première, on suppose que laprobabilité d'élore et d'émerger est la même quelque soit l'heure de la journée. Par onséquent,la dynamique temporelle des populations de larves et de papillons résultante est une fontiondu temps onstante par moreaux. La deuxième solution est de onentrer les élosions et lesémergenes sur une période préise de la journée. La dynamique des populations de larves et depapillons ressemble dans e as à la suession de pis gaussiens.
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126 Estimation du taux d'émergeneLes élosions sont onentrées à un moment préis de la journée.Le modèle (7.1) simule, d'après le hapitre 6, une dynamique d'élosion sous la forme d'unesuession de pis gaussiens à partir d'une donnée initiale gaussienne et d'un taux d'élosionégal à une somme de fontions Diras. La dynamique d'émergene du graphe (b) de la �gure 7.8est onstruite en résolvant l'équation (7.2) et le système (7.1) ave ette dynamique d'élosionexpérimentale et un taux d'émergene gaussien. L'algorithme de Quasi-Newton alule le tauxd'émergene dessiné en bleu lair sur le graphe (a) de la �gure 7.8.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.8: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement le taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement le taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. Les ourbes noire etbleue sont obtenues en alulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux exat etestimé.La solution estimée se superpose à la solution exate. L'erreur d'approximation est inférieure à0,1, le problème [P2]
′′ disret admet alors une unique solution pour ette dynamique d'émergenedes papillons.Les élosions sont onstantes sur la journée.Le modèle (7.1) simule, d'après le hapitre 6, une dynamique d'élosion sous la forme d'unefontion onstante par moreaux à partir d'une donnée initiale égale à une fontion réneauet d'un taux d'élosion égal à une somme de fontions Diras. La dynamique d'émergene dugraphe (b) de la �gure 7.9 est onstruite en résolvant l'équation (7.2) et le système (7.1) aveette dynamique d'élosion expérimentale et un taux d'émergene égal à une fontion réneau.L'algorithme de Quasi-Newton alule le taux d'émergene dessiné en bleu lair sur le graphe (a)de la �gure 7.9.
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7.5 Appliation à des données expérimentales. 127(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.9: (a) : Taux d'élosion et d'émergene en fontion de l'âge. Les ourbes noire etverte sont respetivement le taux d'élosion exat et estimé. Les ourbes bleue et bleuelaire sont respetivement le taux d'émergene exat et estimé par la méthode de QN.(b) : Dynamiques temporelles d'élosion et d'émergene en fontion du temps. La ourbenoire est la dynamique d'élosion alors que les ourbes bleue et verte sont obtenues enalulant l'équation (7.2) ave respetivement les taux d'émergene exat et estimé.La solution estimée se superpose à la solution exate. Le problème [P2]
′′ disret admet alors uneunique solution pour ette dynamique d'émergene des papillons.Dans e paragraphe, on a montré que le modèle (7.1) simule des dynamiques d'émergene me-surée expérimentalement et qu'il admet numériquement un unique taux d'émergene lorsque laondition de renouvellement du stade larvaire est non négative en fontion du temps.7.5 Appliation à des données expérimentales.On applique le problème d'estimation [P2]

′′ sur les données de Thiéry qui n'ont pas été pu-bliées. Sous des onditions onstantes de 23�C et 60% h.r., il a mesuré le temps de développement(D) de 293 oeufs nés le même jour. La dynamique d'émergene résultante s'étale sur 22 jours etommene 30 jours après la naissane des individus. Les larves ont grandi séparément dans desgodets qui ont été rempli d'une alimentation arti�ielle. La proportion d'émergene sur haquejour est donnée en pourentage (%) et en nombre d'individus (nb) dans le tableau 7.3.
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128 Estimation du taux d'émergenejour 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40nb 2 1 6 11 10 31 22 25 25 22 24
% 1 0,5 2 4 5 11 8 9 9 8 8jour 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51nb 34 19 17 12 7 4 7 4 5 1 4
% 12 6,5 6 4 2 1 2 1 0,3 1 0Tab. 7.3: Dynamique d'émergene en nombre d'individus (nb) et en pourentage de 293oeufs nés le même jour et mesurée en onditions de laboratoire par Thiéry (Donnéesnon publiées).On pose T égal à 55 jours et la dynamique expérimentale qexp est traée en noir sur le graphe(b) de la �gure 7.10. Le taux d'élosion utilisé dans e alul est elui du graphe (a) de la �gure6.8 qui permet de simuler ave le modèle (7.1) la dynamique d'élosion mesurée par Auroy pourdes onditions thermiques de 20�C onstant et hygrométriques de 60% r.h.. On suppose que ladurée de développement et les di�érenes de roissanes entre les individus d'une ohorte oeufsont identiques. La routine de minimisation, BCONG, trouve le taux d'émergene du graphe (a)de la �gure 7.10. (a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.10: (a) : Taux d'émergene estimé par l'algorithme de QN en fontion de l'âge.(b) : Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. La ourbe noire est ladonnée expérimentale et la ourbe bleue est obtenue en alulant l'équation (7.2) ave letaux d'émergene estimé.Les premiers papillons de ette population émergent au 25ème jour du stade larve alors que lesderniers émergent au 43ème jours. La di�érene maximale d'âge d'émergene est de 18 jours, soit2 semaines et demi, pour ette ohorte d'oeufs d'âge moyen d'un jour. La proportion d'émergeneest variable en fontion de l'âge d'émergene, ependant un maximum d'émergene se produitaux 36ème et au 38ème jour.
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7.6 Estimation des taux d'émergene mâle et femelle. 1297.6 Estimation des taux d'émergene mâle et femelle.On s'intéresse dans e paragraphe à l'estimation du taux d'émergene des papillons en fontiondu sexe et de l'âge des individus. On propose de modéliser le développement des individus mâleset femelles selon deux approhes. Dans la première, la struturation de la population par rapportau sexe des individus est faite au stade larve alors que dans la deuxième approhe, on l'appliqueau stade papillon. Les modèles mathématiques qui déoulent de es hypothèses sont di�érentspar rapport à leur struture mais sont onstitués des deux taux d'émergene.7.6.1 Struturation de la population au stade larve.On appelle ue(t, a) la densité d'individus oeuf à l'instant t et à l'âge a, ulm(t, a) elle deslarves mâles et ulf (t, a) elle des larves femelles. Le vieillissement de es populations est modélisépar










∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), t > 0 a ∈ [0, Le],
∂ulm

∂t (t, a) + ∂ulm

∂a (t, a) = −βlm(a)ulm(t, a), t > 0 a ∈ [0, Lm],
∂u

lf

∂t (t, a) + ∂u
lf

∂a (t, a) = −βlf (a)ulf (t, a), t > 0 a ∈ [0, Lf ],

(7.11)où Le, Lm, et Lf sont respetivement l'âge maximal de vie des oeufs, des larves mâles et deslarves femelles. Les onditions de renouvellement assoiées à es densités sont données par










ue(t, 0) = 0, t > 0,

ulm(t, 0) = τ
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t > 0,

ulf (t, 0) = (1− τ)
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t > 0,

(7.12)où la onstante τ est le sexe ratio. La ondition de renouvellement du stade oeuf est nulle arauun oeuf est introduit dans l'expériene au ours du temps. Les données initiales sont
uk(0, a) = uk

0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, lm, lf . (7.13)Les dynamiques d'émergene assoiées aux papillons femelle et mâle sont modélisées par leséquations
qf(t) =

∫ Lf

0
βlf (s)ulf (t, s)ds, qm(t) =

∫ Lm

0
βlm(s)ulm(t, s)ds, t > 0, (7.14)où qf et qm orrespondent respetivement aux mesures expérimentales de la dynamique d'émer-gene des femelles et elle des mâles. On détermine les taux de passage en résolvant le problème

Min
βlm ,β

lf

∫ T

0

[∫ Lm

0
βlm(a)ulm(t, a)da− qm(t)

]2

dt +

∫ T

0

[

∫ Lf

0
βlf (a)ulf (t, a)da− qf (t)

]2

dtoù ulm et ulf sont données par (7.11)-(7.12)-(7.13).
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130 Estimation du taux d'émergeneLa mesure sur le temps de développement ou de la dynamique d'émergene au ours du temps dees populations est généralement faite sur une génération. Dans e as, le problème d'estimationdu ouple de fontions (βlm , βlf ) revient à étudier simultanément les problèmes suivant
[Pk

2] =























































































Minβlk

∫ T
0

[

∫ Lk

0 βlk(a)ulk(t, a)da − qk(t)
]2
dt,où ulk est solution de











































∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), t > 0, a ∈ [0, Le],
∂ulk

∂t (t, a) + ∂ulk

∂a (t, a) = −βlk(a)ulk(t, a), t > 0, a ∈ [0, Lk],

ue(0, a) = ue
0(a), a ∈ [0, Le],

ulk(0, a) = u
lk
0 (a), a ∈ [0, Lk],

ue(t, 0) = 0, t > 0,

ulk(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t > 0,où k = m, f .Si la donnée initiale des densités des populations larvaire mâle et femelle est nulle quelquesoit l'âge, alors le modèle simule la roissane d'une ohorte d'oeufs jusqu'au stade adulte. Ceproblème d'estimation est équivalent à elui étudié dans e hapitre, à savoir l'estimation dutaux d'émergene unisexe. Dans le as ontraire, 'est à dire où les fontions ulm
0 (a) et ulf

0 (a)sont non nulles pour tous les âges et la donnée initiale du stade oeuf est nulle, les dynamiquesde vol sont alulées à partir d'une ohorte de larves. La ondition de renouvellement des stadeslarves mâle et femelle sont nulles. Dans e as, les problèmes d'estimation sont équivalents aupremier problème étudié dans ette thèse, à savoir l'estimation du taux d'élosion.Appliation à des données expérimentales.On utilise la dynamique d'émergene des 293 oeufs nés le même jour présentée au paragraphe7.5 pour estimer les taux d'émergene des mâles et des femelles du modèle (7.11)-(7.12)-(7.13).Le tableau 7.4 donne la proportion d'émergene par jour en pourentage (%), en nombre d'indi-vidus (nb) et en fontion du sexe des individus. Les valeurs en pourentage sont utilisées pourreprésenter les dynamiques qf et qm dans les problèmes d'estimation [P k
2 ] pour k égal à f et

m. L'âge maximal de vie aux stades larve mâle et femelle est �xé 50 jour et le temps �nal desmesures est 55 jours.
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7.6 Estimation des taux d'émergene mâle et femelle. 131jour 30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41nb fem 0 0 0 0 1 5 9 10 18 18 14 17nb male 2 1 6 11 9 26 13 15 7 4 10 17
% fem 0 0 0 0 0,3 1,7 3,1 3,4 6,1 6,1 4,7 5,8
%mâle 0,7 0,3 2 3,7 3,1 8,8 4,4 5,1 2,4 1,4 3,4 5,8jour 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 totalnb fem 11 12 9 5 1 3 2 3 0 3 140nb mâle 8 5 3 2 3 4 2 2 1 1 152

% fem 3,7 4,1 3,1 1,7 0,3 1 0,7 1 0 1 47,8
% male 2,7 1,7 1 0,7 1 1,4 0,7 0,7 0,3 0,3 51,6Tab. 7.4: Dynamiques d'émergene, en nombre d'individus (nb), en pourentage et enfontion du sexe des individus de 293 oeufs nés le même jour et mesurées en onditionsde laboratoire par Thiéry (Données non publiées).L'algorithme détermine les taux d'émergene mâle et femelle de la �gure 7.11. Le premier papillonémerge au 24ème jour du stade larvaire pour les mâles alors qu'il apparaît qu'au 28ème jour pourles femelles. La protandrie, 'est à dire la di�érene d'émergene entre les mâles et les femelles,est de 4 jours. L'émergene du dernier papillon dans les deux populations a lieu au plus tard le46ème jour du développement de la larve.(a) (b)
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age (jours)Fig. 7.11: Taux d'émergene estimé par l'algorithme de QN en fontion de l'âge à partirde la dynamique expérimentale du tableau 7.4. (a) : Taux d'émergene mâle. (b) : Tauxd'émergene femelle.Les dynamiques d'émergene assoiées à es taux estimés sont représentées en vert sur la �gure7.12. Les ourbes se superposent aux ourbes de la donnée expérimentale, le modèle (7.11)-(7.12)-(7.13) simule, pour des taux d'émergene dé�nis sur les graphes (a) et (b) de la �gure 7.11 ladynamique d'émergene mesurée en onditions de laboratoire.
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132 Estimation du taux d'émergene(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 7.12: Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. La ourbe noireest la donnée expérimentale et la ourbe bleue est obtenue en alulant l'équation (7.14)ave respetivement les taux exates et estimés. (a) : Dynamique d'émergene des mâles.(b) : Dynamique d'émergene des femelle.7.6.2 Struturation de la population au stade papillon.On di�érenie les individus d'une population Eudémis par rapport à leur sexe au stade pa-pillon. Dans ette situation, le développement des populations Eudémis jusqu'au stade adulteest modélisé par
{

∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a), t > 0 a ∈ [0, Le]
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −(βlf + βlm)(a)ul(t, a), t > 0 a ∈ [0, Ll]
(7.15)où Le et Ll sont respetivement l'âge maximal de vie des oeufs et des henilles. Le taux d'émer-gene général βl utilisé dans le problème d'estimation [P2] est déomposé en la somme du tauxd'émergene femelle βlf et du taux d'émergene des mâles βlm . Les onditions aux limites pourle système (7.15) sont

{

ue(t, 0) = 0, t > 0,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(s)ue(t, s)ds, t > 0.
(7.16)Les données initiales sont

uk(0, a) = uk
0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l. (7.17)Les dynamiques d'émergene sont modélisées par les équations suivantes

qf (t) =

∫ Ll

0
βlf (s)ul(t, s)ds, qm(t) =

∫ Ll

0
βlm(s)ul(t, s)ds, t > 0 (7.18)La dynamique de vol générale étudiée préédemment qexp est déomposée en qf et ql. Le problème
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7.6 Estimation des taux d'émergene mâle et femelle. 133d'identi�ation des taux de passage est


























Min
βlm ,β

lf

∫ T
0

[

∫ Ll

0 βlm(a)ul(t, a)da− qm(t)
]2
dt

+
∫ T
0

[

∫ Ll

0 βlf (a)ul(t, a)da− qf (t)
]2
dt,où ul est solution de (7.15)-(7.16)-(7.17)Lorsque la fontion ul

0(a) est nulle sur le domaine [0, Ll] alors e problème d'estimation estelui traité au paragraphe 7.1. Ce problème admet une unique solution si le taux d'élosion et ladonnée initiale du stade oeuf sont données. On résout e problème pour la dynamique d'émergeneexpérimentale présentée dans le tableau (7.4). Le graphe (a) de la �gure 7.13 représente le tauxd'émergene mâle alors que le graphe (b) orrespond au taux d'émergene des femelles.(a) (b)
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age (jours)Fig. 7.13: Taux d'émergene estimé par l'algorithme de QN en fontion de l'âge à partirde la dynamique expérimentale du tableau 7.4. (a) : Taux d'émergene mâle. (b) : Tauxd'émergene femelle.Sur une ohorte de 100 oeufs âgés d'un jour en moyenne, le modèle (7.15) simule, à partir de estaux estimés, le développement d'environ 51 larves en adultes mâles et 48 larves en femelles. Cesproportions sont elles mesurées expérimentalement (tableau (7.4)).Appliation aux données expérimentales.On dispose de mesures sur le temps de développement de ohortes de L1 âgées du même jourjusqu'au stade adulte. Ces henilles ont été plaées dans des godets ontenant une nourriture àbase de raisin. Le protoole de ette expériene est donné sur l'artile de Moreau et Thiéry (2006).L'objetif de ette expériene était de montrer les e�ets de la nourriture sur le développementlarvaire. A partir de la dynamique d'émergene mesurée sur es populations, on estime le tauxd'émergene des papillons femelles et mâles en fontion du épage.

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



134 Estimation du taux d'émergeneLe tableau 7.5 donne le nombre de papillons émergeant par jour dont les henilles ont été alimen-tées sur pinot noir, Chardonnay et Lambrusque. La �gure 7.14 orrespond aux taux d'émergenedes populations de femelles et de mâles estimés à partir de la dynamique d'émergene obtenue surpinot noir, sur hardonnay et sur lambrusque. Les âges d'émergene en papillon de es ohortesde larves sont ompris dans l'intervalle [25 ; 40℄ jours pour les mâles et [25 ; 37 ℄ pour les femellessur les 3 épages. Les di�érenes de développement entre les mâles sont plus importantes surhardonnay (13 jours) que sur pinot noir (7 jours) alors que pour les femelles es di�érenes sontles plus importantes sur lambrusque (11 jours) que sur hardonnay (7 jours).Pinot noirjour 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
% fem 0 2,2 13,4 10,1 12,3 15,7 1,12 2,2 4,5 1,12
% mâle 7,8 14,6 4,5 2,2 2,2 1,12 1,12 3,3 0 0Chardonnayjour 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38

% fem 1,1 3,3 6,6 19,7 7,7 10,9 6,6 0 0 0 0 0 0 0 0
% mâle 0 1,1 1,1 1,1 0 5,5 17,6 7,7 3,3 3,3 0 2,2 0 0 1,1Lambrusquejour 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

% fem 1,2 2,4 6 15,6 7,2 7,2 6,0 2,4 3,6 1,2 1,2
% mâle 8,4 19,2 7,2 2,4 3,6 2,4 2,4 0 0 0 0Tab. 7.5: Dynamiques d'émergenes, en pourentage, en fontion du sexe des individuset de l'alimentation des henilles ( pinot noir, hardonnay et lambrusque ) mesurées enonditions de laboratoire (données de Moreau et Thiéry non publiées).La �gure 7.15 donne les dynamiques d'émergene de ohortes de larves soumises à des onditionslimatiques onstantes en fontion du épage. La ourbe noire est la donnée expérimentale alorsque la ourbe bleue est la simulation du modèle où la valeur des taux d'émergene sont donnéeen 7.14. L'erreur de prédition est inférieure à 1% pour es 3 exemples.
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7.6 Estimation des taux d'émergene mâle et femelle. 135
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Fig. 7.14: Taux d'émergene estimé par l'algorithme de QN en fontion de l'âge. (a),(), (e) : Taux d'émergene mâle sur respetivement pinot noir, hardonnay et lam-brusque. (b), (d), (f) : Taux d'émergene femelle sur respetivement pinot noir, har-donnay et lambrusque.
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136 Estimation du taux d'émergene
Pinot noir
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Fig. 7.15: Dynamiques temporelles d'émergene en fontion du temps. La ourbe noireest la donnée expérimentale et la ourbe bleue est obtenue en alulant les équations(7.18) ave le taux estimé. (a), (), (e) : Dynamiques d'émergene des mâles sur respe-tivement pinot noir, hardonnay et lambrusque. (b), (d), (f) : Dynamiques d'émergenedes femelles sur respetivement pinot noir, hardonnay et lambrusque.
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Chapitre 8Estimation du taux de ponte.Dans e hapitre, on détermine le taux de ponte selon l'âge de la femelle. Pour ela, on utiliseles dynamiques de ponte mesurées en onditions de laboratoire. Ces expérienes démarrent aveune population de femelles de même âge. Elles sont mises à l'aouplement pendant 48h puisisolées dans un tube à essaie pour ontr�ler la ponte. Les oeufs sont alors omptabilisés tous lesjours jusqu'à la mort de la femelle. De es informations, on déduit le problème mathématiquepour l'estimation du taux de ponte βf . Le développement dans le temps des femelles est modélisépar l'équation hyperbolique suivante










∂
∂tu

f (t, a) + ∂
∂au

f (t, a) = 0, (t, a) ∈ [0, T ]× [0, L],

uf (0, a) = u
f
0 (a), a ∈ [0, L]

uf (t, 0) = 0, t ∈ [0, T ]

(8.1)où uf (t, a) est la densité de femelles à l'âge a et à l'instant t. L'âge maximal de vie des femellesest égal à L et le temps �nal de l'expériene est T . La dynamique temporelle de la ponte estdonnée par la relation
qexp(t) =

∫ L

0
βf (a)uf (t, a)da, t ∈ [0, T ], (8.2)où qexp orrespond à la donnée expérimentale. Seules les femelles vivantes sont onsidérées dansette expériene. Le problème mathématique onsiste à identi�er le taux de féondité βf véri�antl'équation (8.2). La densité de femelles est donnée, en résolvant le système (8.1) par la méthodedes aratéristiques, par l'équation

uf (t, a) = u
f
0 (a− t) a > t, t ∈ [0, T ].En remplaçant dans l'équation (8.2) la densité uf par l'équation préédente, on déduit que letaux de ponte satisfait l'équation

qexp(t) =

∫ L

t
βf (a)uf

0 (a− t)da, t ∈ [0, T ]. (8.3)où qexp et uf
0 sont des fontions onnues. Par une méthode des moindres arrés, on estime le tauxde ponte à partir de l'équation (8.3).
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138 Estimation du taux de ponte.8.1 Formulation et résolution du problème d'estimation.Le problème d'estimation du taux de ponte est donné par
[P3] Minβf∈K

∫ T

0

[∫ L

t
βf (a)uf

0 (a− t)da− qexp(t)

]2

dt,où K est l'ensemble des solutions du problème [P3] et est donné par
K = {β(a) ∈ C0([0, L]); 0 < β ≤ β ≤ β̂}.On note la fontion oût du problème de minimisation par J (βf ) et on dé�nit par Ω le domaine

[0, L]× [0, T ].Théorème 12 Le problème [P3] admet un unique optimum.Preuve : A l'aide des suites minimisantes, on montre que le problème [P3] admet au moins unesolution (voir preuve du théorème 3). Soient βf
1 et βf

2 deux solutions du problème de minimisation
[P3]. La dérivée de la fontion oût aux points βf

1 et βf
2 est alors égale à la valeur nulle

∇J (βf
1 ) = 0, ∇J (βf

2 ) = 0.La dérivée de la fontion oût par rapport à la fontion βf est
< ∇J (βf ), h >L2(Ω) = 2

∫ T

0

(
∫ L

t
βf (a)uf

0 (a− t)da− qexp(t)

)
∫ L

t
u

f
0(a− t)h(a)dadt,pour toutes fontions h de l'espae L2([0, L]) telles que h(L) = h(0) = 0. La di�érene dugradient de la fontion oût entre les points βf

1 et βf
2 est égal à

∫ L

t
(βf

1 (a)− βf
2 (a))uf

0 (a− t)da = 0, t ∈ [0, T ].La donnée initiale est non nulle sur tout le domaine [0, L], par onséquent les fontions βf
1 (a) et

β
f
2 (a) sont égales sur l'intervalle [0, L].8.2 Le problème disret.On s'intéresse au problème disret de [P3] pour obtenir numériquement une solution. Le maillageutilisé est elui dé�nit dans le hapitre 5. L'intervalle [0, T ] est subdivise en Nt + 1 points tn quisont donnés par

tn = n∆t, n = 0,Nt.L'intervalle des âges est disrétisé en Na + 1 points ave la déomposition suivante
[0, L] = ∪i[ai− 1

2
, ai+ 1

2
[, i = 0,Na,où les points à la maille i+ 1

2 sont donnés par la formule
ai+ 1

2
= (i+

1

2
)∆a, i = 0,Na − 1,
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8.2 Le problème disret. 139et ∆a est le pas de disrétisation en âge. Le problème disret s'érit sur e maillage
[P3]∆ : Min

βf
∆∈K∆



J∆(βf
∆) = ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=n

β
f
i u

f
0,i−n − q

n
exp

]2


où qn
exp est l'approximation de la fontion qexp pour t appartenant dans l'intervalle [tn, tn+1[ pourtous n stritement positif, et uf

0,i est la valeur approhée de la donnée initiale uf
0 où a appartientà l'intervalle [ai− 1

2
, ai+ 1

2
[ pour tous i allant de 0 à Na. La solution approhée du taux de ponteest notée βf

∆. On herhe la solution du problème [P3]∆ dans l'espae K∆ qui est dé�nit par
K∆ = {β(a) = βi > 0, a ∈ [ai− 1

2
, ai+ 1

2
[, i = 0,Na}.Théorème 13 Le problème [P3]∆ admet une unique solution.Preuve : Le gradient de la fontion oût est

Gi = 2∆t∆a

i
∑

n=0

u
f
0,i−n



∆a

Na
∑

j=n

β
f
j u

f
0,j−n − q

n
exp



 , (8.4)pour i allant de 0 à Na. Le veteur βf
∆ est un optimum si et seulement si Gi est nul pour tous ide 0 à Na. Les équations pour Gj<i à l'optimum sont utilisées dans le alul de Gi au point βf

∆qui véri�e alors le système
∆a

Na
∑

j=i

β
f
j u

f
0,j−i = qi

exp, i = 0,Na.La forme matriielle de e système est












u
f
0,0 . . . . . . u

f
0,Na

0 u
f
0,0 . . . u

f
0,Na−1

0 0 u
f
0,0

...
0 . . . 0 u

f
0,0



















β
f
0...

β
f
Na






=

1

∆a







q0exp...
qNa
exp





On note Uf la matrie triangulaire supérieure à oe�ients stritement positifs. Le veteur βf
∆est alulé par la relation

β
f
∆ =

1

∆a
(Uf )−1Qexp.où Qexp est le veteur (q0exp, ..., q

Na
exp)

T .8.2.1 Résultats numériques.On résout le problème d'estimation [P3]∆ ave l'algorithme de Quasi-Newton (QN) dé�nit dansle hapitre 6. Le gradient de la fontion oût est donné par l'équation (8.4). On hoisit de seonstruire une dynamique expérimentale qexp en résolvant l'équation (8.3) et à partir d'un tauxde ponte donné βf
ex. L'objetif est de trouver un unique taux de ponte pour ette dynamique deponte expérimentale en résolvant le problème d'estimation. La solution obtenue par l'algorithme

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



140 Estimation du taux de ponte.de minimisation est notée βf
app.On présente dans la �gure 8.1 deux résultats qui sont obtenus ave une donnée initiale égal àune gaussienne entrée en l'âge 1 et de largeur 0.25 et un taux de ponte égal à une gaussienneentrée en l'âge 3, d'amplitude 1 et de largeur 0.5. L'âge maximal du stade adulte est �xé à 10.Le premier résultat est obtenu sans régularisation de la solution (graphe (a) de la �gure 8.1)alors que le deuxième est la solution du problème [P3] en régularisant le taux de ponte ave sanorme minimale et sa norme minimale de sa dérivée seonde (graphe (b) de la �gure 8.1 (b)).(a) (b)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

age (jours)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Temps (jours)Fig. 8.1: Taux de ponte en fontion de l'âge. La ourbe noire est la solution exatealors que la ourbe bleue est la solution du problème d'estimation [P3] ave la méthode(QN). (a) la solution n'est pas régularisée. (b) la solution est régularisée ave sa norme
L2 minimale et sa norme L2 minimale de sa dérivée seonde.Le problème d'estimation [P3] a une unique solution si on impose des onditions de régularitésur la solution. Les osillations de la solution du problème d'estimation (graphe (a) de la �gure8.1) sont dues à la résolution de l'algorithme de Quasi-Newton (voir hapitre 6). La valeurde la fontion oût pour es deux solutions mais aussi l'erreur entre la dynamique de ponteexpérimentale et la dynamique de ponte alulée ave la solution sont données dans le tableau8.1. Figure 8.1 (a) (b)

η 0 0, 110−7

γ 0 0, 110−7

J∆(βf
app) 5, 0310−5 5, 1310−7

‖qexp − qapp‖∞ 6, 9710−3 1, 2410−3

η‖βf
app‖22 0 6, 2610−9

γ‖∂2
aβ

f
app‖22 0 4, 7510−7Tab. 8.1: valeur de la fontion oût, de l'erreur maximale entre la dynamique de ponteexpérimentale et la dynamique de ponte alulée pour les deux solutions de la �gure 8.1.
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8.3 Appliation aux données expérimentales. 1418.3 Appliation aux données expérimentales.On applique la méthode d'estimation du taux de ponte présenté au dessus sur un jeu dedonnées expérimentales. La dynamique de ponte qexp qu'on utilise vient de mesures faites surdes femelles d'élevage de l'UMR Santé Végétale et n'est pas publié. La ponte de es femelles dureen moyenne 7 jours ave un nombre d'oeufs qui déroît au ours de la ponte et ommene 24haprès l'aouplement. On ajuste ette dynamique de ponte sur un pas de mesures de 2h40 a�n depouvoir l'utiliser dans l'algorithme de minimisation. On propose de répartir la ponte des femellesd'une journée de deux façons. La première onsiste à entrer la ponte en �n de journée. Danse as, la dynamique de ponte résultante ressemble à la ourbe (b) de la �gure 8.2, 'est à direà une suession de pis gaussiens. La deuxième façon de distribuer la ponte est de la répartiréquitablement sur la journée. Dans e as, la dynamique de ponte ressemble à la ourbe (d) dela �gure 8.2, 'est à dire à une fontion onstante par moreaux. Le taux de ponte alulé parl'algorithme de minimisation pour es deux dynamiques de ponte est donné respetivement surles graphes (a) et () de la �gure 8.2.
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(b)
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0.0
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0.8
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(c)
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0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

0.035

0.040

0.045
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(d)

Fig. 8.2: Graphes (a) et () : taux de ponte alulé par l'algorithme de QN pour leproblème [P3] en fontion de l'âge. Graphes (b) et (d) : dynamiques de ponte en fontiondu temps. La ourbe noire est la donnée expérimentale et la ourbe bleue est obtenue avele taux de ponte estimé à partir de l'équation (8.3).Le taux de ponte estimé est la somme de fontions Diras lorsque la dynamique de ponte estune somme de fontions gaussiennes. Ce taux est une fontion qui osille ave des variations
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142 Estimation du taux de ponte.qui diminuent en fontion que l'âge augmente lorsque la dynamique de ponte est une fontiononstante par moreaux.En fontion du omportement de ponte de la femelle, on peut onnaître, en résolvant le problème
[P3], son âge de ponte. Cette information peut s'avérer utile pour les biologistes a�n de mettreau point des méthodes de lutte ontre l'Eudémis de la vigne ou bien ontre d'autres ravageursaux aratéristiques biologiques très prohes. Le premier taux de ponte sera utilisé dans l'étudede la dynamique des populations de l'Eudémis.
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Chapitre 9Estimation des taux de mortalité.Dans ette partie, on estime les fontions de mortalité en fontion de l'âge des individus. Enpartiulier, on détermine les taux de mortalité des stades oeuf me, larvaire ml et papillon mp dumodèle suivant










∂ue(t,a)
∂t + ∂ue(t,a)

∂a = −(βe(a) +me(a))ue(t, a), a ∈ [0, Le], t > 0,
∂ul(t,a)

∂t + ∂ul(t,a)
∂a = −(βl(a) +ml(a))ul(t, a), a ∈ [0, Ll], t > 0,

∂up(t,a)
∂t + ∂up(t,a)

∂a = −mp(a)up(t, a), a ∈ [0, Lp], t > 0.

(9.1)Les fontions βe et βl sont respetivement le taux d'élosion et le taux d'émergene. Ces fontionssont dé�nies sur les domaines [0, Le] et [0, Le] où Le et Ll sont respetivement les âges maximauxde vie des populations oeuf et larvaire. Les onditions de renouvellement du système (9.1) sontdonnées par










ue(t, 0) =
∫ Lp

0 βp(a)up(t, a)da, t > 0,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(a)ue(t, a)da, t > 0,

up(t, 0) =
∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da, t > 0,

(9.2)où βp est le taux de féondité dé�nit sur le domaine [0, Lp] et Lp est l'âge maximal de vie despapillons. Les onditions initiales des équations du système (9.1) sont
uk(0, a) = uk

0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l, p. (9.3)Le problème (9.1)-(9.2)-(9.3) s'apparente au modèle de Rundell traité dans l'artile (1993) quis'érit










∂
∂tu(t, a) + ∂

∂au(t, a) = −m(a)u(t, a), a ∈ [0, L], t > 0

u(t, 0) =
∫ L
0 β(a)u(t, a)da, t > 0

u(0, a) = u0(a), a ∈ [0, L]

(9.4)où u(t, a) est la densité d'individus d'une population à l'instant t et à l'âge a. Les fontions β,
m sont le taux de féondité et le taux de mortalité à l'âge a de ette population. La onstante Lest l'âge maximal de vie de la population. Appliquées à une population d'Eudémis, es équationsmodélisent le vieillissement des individus sur tout le yle de développement, 'est à dire sur lesstades oeuf, larve et papillon. L'âge maximal de vie L représente la somme des âges maximal devie des stades oeuf, larve et papillon.
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144 Estimation des taux de mortalité.Pour e modèle (9.4) Rundell montre, à partir d'une donnée expérimentale ψ expliitée en fon-tion de l'âge de la population et obtenue à l'instant T , l'existene unique du taux de mortalité.La fontion de mortalité m est prise singulière 'est à dire qu'elle satisfait la ondition
∫ L

0
m(a)da = +∞.Rundell préise que la ondition de non nullité de la fontion de renouvellement u(t, 0) est es-sentielle pour assurer e résultat.Bien que la struture mathématique du modèle (9.1) et du modèle utilisé par Rundell est di�é-rente, on s'inspire du travail de Rundell pour montrer l'existene unique des taux de mortalitédes stades de développement oeuf, larve et papillon. Pour ela, on se donne des mesures expé-rimentales ψk sur la distribution en âge de la population à l'instant T en fontion du stade dedéveloppement k. Ces données sont égales à

uk(T, a) = ψk(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l, p. (9.5)Avant d'énoner le théorème d'existene et d'uniité des taux de mortalité pour le problème(9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5), on formule les hypothèses sur les fontions démographiques et sur lesobservations néessaire à l'obtention de e résultat.H 9 Le temps de l'observation est pris dans l'intervalle [Le + Ll, Le + Ll + Lp℄. Les fontions
ψk(a) sont ontinues et non négatives sur l'intervalle [0, Lk] pour k égal à e, l, f .H 10 Les fontions de mortalité mk sont non négatives sur [0, Lk], bornées loalement et véri�ent

∫ Lk

0
mk(a)da = +∞, k = e, l, p.H 11 Les fontions βk(a) pour k = e, l, p sont bornées et non négatives sur [0, Lk] pour k égal à

e, l, f .H 12 Les données initiales uk
0 sont des fontions non négatives dans l'espae L2([0, Lk]) pour kégal à e, l, f .Le théorème d'existene et d'uniité des taux de mortalité est le suivantThéorème 14 On suppose que les hypothèses (H9)-(H10)-(H11)-(H12) sont véri�ées et que lesfontions ml et mp sont onnues. Le problème (9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5) admet alors un unique tauxde mortalité oeuf me.Ce théorème est valable pour démontrer l'existene unique de la fontion ml en onnaissant lestaux de mortalité oeuf et papillon, mais aussi pour démontrer l'existene unique de la fontion

mp ave les fontions de mortalité oeuf et larve onnues.Preuve : Soient les veteurs u = (ue, ul, up), v = (ve, vl, vp),m = (me,ml,mp) et λ = (λe, λl, λp).On suppose que les ouples de fontions (u,m) et (v, λ) véri�ent les équations (9.5) et le problème(9.1)-(9.2)-(9.3). On dé�nit les variables suivante
ū(t, a) = ue(t, a)− ve(t, a), v̄(t, a) = ul(t, a)− vl(t, a), w̄(t, a) = up(t, a)− vp(t, a).
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145Ces fontions alulent la di�érene entre les solutions u et v pour tous les temps t et les âges
a. On dénote par m̄ la di�érene entre les fontions de mortalité me et λe. On montre que ettefontion est nulle sur tout le domaine en âge [0, Le].Les fontions ū, v̄ et w̄ véri�ent le système d'équations










∂
∂t ū(t, a) + ∂

∂a ū(t, a) + βe(a)ū(t, a) = −me(a)ū(t, a)− ve(t, a)m̄, a ∈ [0, Le], t > 0,
∂
∂t v̄(t, a) + ∂

∂a v̄(t, a) + βl(a)v̄(t, a) = −ml(a)v̄(t, a), a ∈ [0, Ll], t > 0,
∂
∂t w̄(t, a) + ∂

∂a w̄(t, a) = −mp(a)w̄(t, a), a ∈ [0, Lp], t > 0,

(9.6)ave les onditions de renouvellement suivante










ū(t, 0) =
∫ L
0 βf w̄(t, a)da, t > 0,

v̄(t, 0) =
∫ L
0 βeū(t, a)da, t > 0,

w̄(t, 0) =
∫ L
0 βlv̄(t, a)da, t > 0.

(9.7)Ces fontions ont une valeur nulle à l'instant initial et au moment des observations T










ū(0, a) = ū(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

v̄(0, a) = v̄(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

w̄(0, a) = w̄(T, a) = 0, a ∈ [0, Lp].

(9.8)Soient ξe, ξl et ξp) les variables duales des fontions ue, ul et up respetivement. Ces fontionsvéri�ent le système










− ∂
∂tξ

e(t, a) − ∂
∂aξ

e(t, a) + βe(a)ξe(t, a) = −me(a)ξe(t, a) + βeξl(t, 0), a ∈ [0, Le], t > 0,

− ∂
∂tξ

l(t, a)− ∂
∂aξ

l(t, a) + βl(a)ξl(t, a) = −ml(a)ξl(t, a) + βlξp(t, 0), a ∈ [0, Ll], t > 0,

− ∂
∂tξ

p(t, a)− ∂
∂aξ

p(t, a) = −mp(a)ξp(t, a) + βpξe(t, 0), a ∈ [0, Lp], t > 0,

(9.9)ave les onditions au temps maximal T et à l'âge maximal suivante






















ξe(t, Le) = ξl(t, Ll) = ξp(t, Lp) = 0, t > 0,

ξe(T, a) = θe(a), a ∈ [0, Le],

ξl(T, a) = θl(a), a ∈ [0, Ll],

ξp(T, a) = θp(a), a ∈ [0, Lp],

(9.10)où θk sont des fontions positives de l'espae L2([0, Lk]) pour k égal à e, l, p. Par la méthode desaratéristiques, on expliite la solution du problème (9.9)-(9.10) qui est donnée par










































ξe(t, a) = θe(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
(βe+me)(s)ds

+
∫ T
t βe(a)ξl(s, 0)e−

R s

t
(βe+me)(τ)dτds,

ξl(t, a) = θl(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
(βl+ml)(s)ds

+
∫ T
t βl(a)ξp(s, 0)e−

R s

t
(βl+ml)(τ)dτds,

ξp(t, a) = θp(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
mp(s)ds

+
∫ T
t βp(a)ξe(s, 0)e−

R s

t
mp(τ)dτds,

(9.11)
pour a ≤ t− T et t stritement positif. Quelque soit la valeur de βk pour k égal à e, l, p en l'âge0, les trois équations de (9.11) sont non négatives et intégrables sur le domaine [0, Lk], k égal à
e, l, p, pour tous t stritement positif. La première équation de (9.6) est multipliée par ξe puis
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146 Estimation des taux de mortalité.intégrée sur le domaine [0, Le]× [0, T ], où T orrespond au temps de l'observation. De la mêmemanière, la deuxième et la troisième équation de (9.6) sont respetivement multipliées par ξl et
ξp puis intégrées sur les domaines [0, Ll]× [0, T ] et [0, Lp]× [0, T ]. On déduit alors après quelquessimpli�ations le système suivant























−
∫ T
0 ū(t, 0)ξe(t, 0)dt +

∫ T
0

∫ Le

0 βe(a)ξl(t, 0)ū(t, a)dadt =

−
∫ T
0

∫ Le

0 ve(t, a)ξe(t, a)m̄(a)dadt

−
∫ T
0 v̄(t, 0)ξl(t, 0)dt +

∫ T
0

∫ Ll

0 βl(a)ξp(t, 0)v̄(t, a)dadt = 0

−
∫ T
0 w̄(t, 0)ξp(t, 0)dt +

∫ T
0

∫ Lp

0 βp(a)ξe(t, 0)w̄(t, a)dadt = 0

(9.12)Le deuxième terme à gauhe de l'égalité des trois équations s'érit, en utilisant la dé�nition dela ondition de renouvellement des densités ū, v̄ et w̄






















−
∫ T
0 ū(t, 0)ξe(t, 0)dt +

∫ T
0 ξl(t, 0)v̄(t, 0)dt =

−
∫ T
0

∫ Le

0 ve(t, a)ξe(t, a)m̄(a)dadt

−
∫ T
0 v̄(t, 0)ξl(t, 0)dt +

∫ T
0 ξp(t, 0)w̄(t, 0)dt = 0

−
∫ T
0 w̄(t, 0)ξp(t, 0)dt +

∫ T
0 ξe(t, 0)ū(t, 0)dt = 0

(9.13)La somme de es équations donne
∫ T

0

∫ Le

0
ve(t, a)ξe(t, a)m̄(a)dadt = 0On pose

f e(a) =

∫ T

0
ve(t, a)ξe(t, a)dt, a ∈ [0, L],tel que l'équation du dessus s'érive

∫ Le

0
f e(a)m̄(a)da = 0En posant θe(a) = an pour a ∈ [0, Le] et n ≥ 0 et en utilisant le théorème de ontinuité desfontions intégrales, on en déduit que la fontion f e est ontinue et non nulle pour tous a ∈ [0, Le].Grâe au Lemme 2.1. de l'artile de Rundell (1993), et des propriétés sur les fontions de mortalité

me et λe, on déduit que le terme m̄ est nul, autrement dit que me=λe.Dans le théorème (15), l'existene unique du taux de mortalité oeuf repose sur la onnaissanedes taux de mortalité larve et papillon mais aussi sur la onnaissane des distributions en âge desindividus ψk pour haque stade de développement k. Chez les populations Eudémis, la pyramidedes âges est mesurée pendant le stade larvaire et ne l'est pas pendant les stades oeuf et papillon.Théorème 15 Soit la fontion ψl(a) dé�nie non négative sur l'intervalle [0, Ll] et orrespondantà la distribution en âge des larves à l'instant T . Soient les hypothèses (H10)-(H11)-(H12) véri�éeset les fontions ml et mp onnues. Le problème (9.1)-(9.2)-(9.3)-(9.5) admet alors un unique tauxde mortalité oeuf me.Preuve : La preuve est basée sur les aluls développés dans la preuve du théorème préédent.
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9.1 Formulation et résolution du problème d'estimation. 1479.1 Formulation et résolution du problème d'estimation.Le problème d'estimation des taux de mortalité s'érit
[P4]































Minm∈K3

∫ Le

0 [ue(T, a)− ψe(a)]2 da+
∫ Ll

0

[

ul(T, a) − ψl(a)
]2
da

+
∫ Lp

0 [up(T, a)− ψp(a)]2 daoù les fontions ue, ul et up) sont données par (9.1)-(9.2)-(9.3)La fontion m orrespond au veteur (me,ml,mp). L'ensemble des solutions admissibles K estdé�nit par
K = {f(a) ∈ C0([0, L[); f(a) > 0 et ∫ L

0
f(a)da =∞}.La fontion oût de e problème d'estimation est notée J (m).Théorème 16 Le problème [P]4 admet au moins un optimum.Preuve : Pour toute valeur de l'optimum m de l'espae K3, la fontion oût admet une borneinférieure �nie ou nulle. Soient d la borne inférieure de la fontion oût et {mn}, où n est unentier non nul, une suite minimisante telle que

d < J (mn) ≤ d+
1

n
. (9.14)La valeur de la fontion oût pour et optimum {mn} est donnée par

J (mn) =

∫ Le

0
[ue

n(T, a)− ψe(a)]2 da+

∫ Ll

0

[

ul
n(T, a)− ψl(a)

]2
da+

∫ Lp

0
[up

n(T, a)− ψp(a)]2 daoù les densités sont alulées à partir des équations du système (9.1) ave une fontion de mor-talité égale à {mn}. Soit Lj
ǫ un âge plus petit que Lj et où ǫ est un paramètre positif petit telque
|Lj − Lj

ǫ | ≤ ǫ pour tous j = e, l, p.Sur le domaine [0, Lj
ǫ ], les fontions de mortalité sont ontinues. On déduit alors que la suite {mn}est bornée, par onséquent il existe une sous suite {mnk

}k de {mn}n qui onverge faiblementvers m∗ dans l'espae L2([0, Lj
ǫ ]), pour tous j = e, l, p. Les densités ue, ul et up sont dépendantesde la suite {mnk

}k, et sont données par respetivement
ue

nk
(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
(βe(s)+me

nk
(s))ds

, a > t,

ue(t− a, 0)e−
R a

0 (βe(s)+me
nk

(s))ds
, a ≤ t,

ul
nk

(t, a) =

{

ul
0(a− t)e

−
R a

a−t
(βl(s)+ml

nk
(s))ds

, a > t,

ul(t− a, 0)e−
R a

0 (βl(s)+ml
nk

(s))ds
, a ≤ t,

(9.15)
up

nk
(t, a) =

{

u
p
0(a− t)e

−
R a

a−t
mp

nk
(s)ds, a > t,

up(t− a, 0)e−
R a

0
mp

nk
(s)ds, a ≤ t.Ces suites sont bornées dans l'espae L2([0, Lj

ǫ ]). La suite {mnk
} onverge faiblement vers m∗ etles bornes des domaines en âge et en temps sont �nies, on déduit alors que

∫ a

a−t
mj

nk
(s))ds −−−−→

k→+∞

∫ a

a−t
mj

∗(s))ds, a ∈ [0, Lj
ǫ ], j = e, l, p. (9.16)
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148 Estimation des taux de mortalité.Par onséquent, les suites de fontion {uj
nk
}k pour j = e, l, p onvergent vers les limites uj

∗ quisont données par
ue
∗(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
(βe(s)+me

∗
(s))ds, a > t,

ue(t− a, 0)e−
R a

0 (βe(s)+me
∗
(s))ds, a ≤ t,

ul
∗(t, a) =

{

ul
0(a− t)e

−
R a

a−t
(βl(s)+ml

∗
(s))ds, a > t,

ul(t− a, 0)e−
R a

0 (βl(s)+ml
∗
(s))ds, a ≤ t,

(9.17)
up
∗(t, a) =

{

u
p
0(a− t)e

−
R a

a−t
mp

∗(s)ds, a > t,

up(t− a, 0)e−
R a

0
mp

∗(s)ds, a ≤ t.où a est dans l'intervalle [0, Lj
ǫ ] pour j égal à e, l, p. Sur le domaine [Lj

ǫ, L
j ], les fontions demortalité ne sont pas bornées, par onséquent les densités uj

nk
, pour j = e, l, p, tendent vers lavaleur nulle pour tout t dans [0, T ]. En utilisant le résultat (9.16), on déduit que les limites uj

∗sont nulles sur le domaine [Lj
ǫ, L

j ] pour t dans [0, T ]. Finalement, on onlut la preuve de lafaçon suivante
J (mnk

) =
∫ Le

ǫ

0

[

ue
nk

(T, a)− ψe(a)
]2
da+

∫ Ll
ǫ

0

[

ul
nk

(T, a)− ψl(a)
]2
da+

∫ Lp
ǫ

0

[

up
nk

(T, a)− ψp(a)
]2
da

+

∫ Le

Le
ǫ

[

ue
nk

(T, a) − ψe(a)
]2
da+

∫ Ll

Ll
ǫ

[

ul
nk

(T, a)− ψl(a)
]2
da+

∫ Lp

Lp
ǫ

[

up
nk

(T, a)− ψp(a)
]2
da

−−−−→
k→+∞

∫ Le
ǫ

0
[ue

∗(T, a)− ψ
e(a)]2 da+

∫ Ll
ǫ

0

[

ul
∗(T, a)− ψ

l(a)
]2
da+

∫ Lp
ǫ

0
[up

∗(T, a)− ψ
p(a)]2 da

∫ Le

Le
ǫ

[ψe(a)]2 da+

∫ Ll

Ll
ǫ

[

ψl(a)
]2
da+

∫ Lp

Lp
ǫ

[ψp(a)]2 da.Pour ǫ prohe de la valeur 0, on a
J (mnk

) −−−−→
k→+∞

∫ Le
ǫ

0
[ue

∗(T, a)− ψ
e(a)]2 da

+

∫ Ll
ǫ

0

[

ul
∗(T, a)− ψ

l(a)
]2
da+

∫ Lp
ǫ

0
[up

∗(T, a)− ψ
p(a)]2 da

= J (m∗) = d �Pour résoudre le problème [P4], on étudie la fontion Lagrangienne. Soient p et h les variablesde Lagrange. La première variable p est dé�nie par (pe, pl, pp) et la seonde variable est égale à
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9.1 Formulation et résolution du problème d'estimation. 149(he, hl, hp). Le Lagrangien est
L(S) = J (m) +

∫ T

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue +me(a)ue] pe(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul +ml(a)ul
]

pl(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Lp

0
[∂tu

p + ∂au
p +mp(a)up] pp(t, a)dadt

+

∫ T

0

[

ue(t, 0)−

∫ Lp

0
βp(s)up(t, s)ds

]

he(t)dt

+

∫ T

0

[

ul(t, 0)−

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

hl(t)dt

+

∫ T

0

[

up(t, 0)−

∫ Ll

0
βl(s)ul(t, s)ds

]

hp(t)dt.où S est le veteur (m, p, h). Le veteur S est un optimum de la fontion Lagrangienne L si
∇L(S) = 0.Le alul des dérivées du Lagrangien par rapport aux variables p à l'optimum donne le problèmed'évolution (9.1). Le alul des dérivées du Lagrangien par rapport aux variables h donnent lesonditions de renouvellement de haque fontion uk, pour k égal à e, l, p du système (9.2). Leproblème adjoint de [P4] s'obtient en dérivant le Lagrangien par rapport aux trois variables d'étatqui sont ue, ul et up et est égal au système











− ∂
∂tp

e(t, a)− ∂
∂ap

e(t, a) + βe(a)pe(t, a) +me(a)pe(t, a) = βe(a)pl(t, 0), a ∈ [0, Le],

− ∂
∂tp

l(t, a)− ∂
∂ap

l(t, a) + βl(a)pl(t, a) +ml(a)pl(t, a) = βl(a)pp(t, 0), a ∈ [0, Ll],

− ∂
∂tp

p(t, a) − ∂
∂ap

p(t, a) +mp(a)pp(t, a) = βp(a)pe(t, 0), a ∈ [0, Lp],

(9.18)pour t stritement positif où la valeur de es fontions est donnée par, à l'instant T et à l'âge L






















pe(T, a) = 2 [ue(T, a)− ψe(a)] , a ∈ [0, Le],

pl(T, a) = 2
[

ul(T, a)− ψl(a)
]

, a ∈ [0, Ll],

pp(T, a) = 2 [up(T, a)− ψp(a)] , a ∈ [0, Lp],

pe(t, L) = pl(t, L) = pp(t, L) = 0, t > 0.

(9.19)Par la méthode des aratéristiques, les équations du problème (9.18)-(9.19) admettent unesolution expliite.Théorème 17 Le problème (9.18)-(9.19) admet une unique solution (pe, pl, pp) dans l'espaedes fontions L2([0, T ] × [0, Lk]) pour k égal à e, l, p.Preuve : Soient λ une onstante positive et le hangement de variables suivant
pe(t, a) = eλtp̃e(t, a), pl(t, a) = eλtp̃l(t, a), pp(t, a) = eλtp̃p(t, a). (9.20)
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150 Estimation des taux de mortalité.Le problème (9.18)-(9.19) devient


















































− ∂
∂t p̃

e(t, a)− ∂
∂a p̃

e(t, a) + (βe(a) +me(a))p̃e(a, t) + λp̃e(t, a) = p̃l(t, 0)βe(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp̃
l(t, a)− ∂ap̃

l(t, a) + (βl(a) +ml(a))p̃l(t, a) + λp̃l(t, a) = βl(a)p̃p(t, 0), a ∈ [0, Ll],

−∂tp̃
p − ∂ap̃

p +mpp̃p(t, a) + λp̃p(t, a) = βp(a)p̃e(t, 0), a ∈ [0, Lp],

p̃e(T, a) = 2 [ue(T, a)− ψe(a)] e−λt, a ∈ [0, Le],

p̃l(T, a) = 2
[

ul(T, a)− ψl(a)
]

e−λt, a ∈ [0, Ll],

p̃p(T, a) = 2 [up(T, a)− ψp(a)] e−λt, a ∈ [0, Lp],

p̃e(t, L) = p̃l(t, L) = p̃p(t, L) = 0.

(9.21)
pour t stritement positif. A partir de e dernier système, on se onstruit une appliation ontra-tante.Lemme 16 Soit ∧ l'appliation dé�nie par :

∧ : L2([0, T ])→ L2([0, T ])

φ→ p̂l(t, 0)où p̃l(t, 0) est l'unique solution de (9.21). Si λ satisfait la relation
λ > 2

(∫ L

0
(βl(a))2da

∫ L

0
(βp(a))2da

∫ L

0
(βe(a))2da

)1/3

,alors ∧ est ontratante.En supposant que e lemme est véri�é, on montre que le problème (9.21) admet une uniquesolution. Le hangement de variables dé�nit en (9.20) nous permet de onlure sur l'uniité desfontions pe, pl et pp.Preuve du lemme : Soient φ1 et φ2 des fontions de l'espae L2([0, T ]) véri�ant le problème


















































− ∂
∂t p̃

e
i (t, a)−

∂
∂a p̃

e
i (t, a) + (βe(a) +me(a))p̃e

i (t, a) + λp̃e
i (t, a) = φi(t)β

e(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp̃
l
i(t, a)− ∂ap̃

l
i(t, a) + (βl(a) +ml(a))p̃l

i(t, a) + λp̃l
i(t, a) = βl(a)p̃p

i (t, 0), a ∈ [0, Ll],

−∂tp̃
p
i − ∂ap̃

p
i +mp(a)p̃p

i (t, a) + λp̃
p
i (t, a) = βp(a)p̃e

i (t, 0), a ∈ [0, Lp],

p̃e
i (T, a) = 2 [ue(T, a)− ψe(a)] e−λt, a ∈ [0, Le],

p̃l
i(T, a) = 2

[

ul(T, a)− ψl(a)
]

e−λt, a ∈ [0, Ll],

p̃
p
i (T, a) = 2 [up(T, a)− ψp(a)] e−λt, a ∈ [0, Lp],

p̃e
i (t, L) = p̃l

i(t, L) = p̃
p
i (t, L) = 0.pour i égal à 1, 2 et t stritement positif. On pose

φ(t) = φ1(t)− φ2(t) et p̃k(t, a) = p̃k
1(t, a) − p̃

k
2(t, a), k = e, l, f.Ces fontions véri�ent alors le système suivant











































− ∂
∂t p̃

e(t, a)− ∂
∂a p̃

e(t, a) + (βe(a) +me(a))p̃e(t, a) + λp̃e(t, a) = φ(t)βe(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp̃
l(t, a)− ∂ap̃

l(t, a) + (βl(a) +ml(a))p̃l(t, a) + λp̃l(t, a) = βl(a)p̃p(t, 0), a ∈ [0, Ll],

−∂tp̃
p − ∂ap̃

p +mp(a)p̃p(t, a) + λp̃p(t, a) = βp(a)p̃e(t, 0), a ∈ [0, Lp],

p̃e(T, a) = p̃e(t, Le) = 0, a ∈ [0, Le],

p̃l(T, a) = p̃l(t, Ll) = 0, a ∈ [0, Ll],

p̃p(T, a) = p̃p(t, Lp) = 0, a ∈ [0, Lp].
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9.1 Formulation et résolution du problème d'estimation. 151La première équation de e système est multipliée par p̃e puis intégrée sur le domaine [0, Le] ×
[0, T ]. De la même manière, la deuxième et la troisième équation sont respetivement multipliéespar p̃l et p̃p puis intégrées sur les domaines [0, Ll]× [0, T ] et [0, Lp]× [0, T ]. On déduit alors aprèsquelques simpli�ations le système suivant











1
2

∫ T
0 (p̃e(t, 0))2dt + λ

∫ T
0

∫ Le

0 (p̃e(t, a))2dadt ≤
∫ T
0

∫ Le

0 φ(t, 0)βe(a)p̃e(t, a)dadt,
1
2

∫ T
0 (p̃l(t, 0))2dt + λ

∫ T
0

∫ Ll

0 (p̃l(t, a))2dadt ≤
∫ T
0

∫ Ll

0 βl(a)p̃p(t, 0)p̃l(t, a)dadt,
1
2

∫ T
0 (p̃p(t, 0))2dt+ λ

∫ T
0

∫ Lp

0 (p̃p(t, a))2dadt ≤
∫ T
0

∫ Lp

0 βp(a)p̃e(t, 0)p̃p(t, a)dadt.

(9.22)En appliquant l'inégalité de Young sur le terme à droite des inégalités on a
∫ T

0

∫ Le

0
φ(t, 0)βe(a)p̃e(t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Le

0
(βe(a))2da

∫ Le

0
(p̃e(t, a))2dadt+

1

2ǫ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt,

∫ T

0

∫ Ll

0
βl(a)p̃p(t, 0)p̃l(t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Ll

0
(βe(a))2da

∫ Le

0
(p̃l(t, a))2dadt +

1

2ǫ

∫ T

0
(p̃p(t, 0))2dt,

∫ T

0

∫ Lp

0
βp(a)p̃e(t, 0)p̃p(t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Lp

0
(βp(a))2da

∫ Lp

0
(p̃p(t, a))2dadt+

1

2ǫ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt,où ǫ est une onstante positive. Pour ǫ = λ

2 , le système (9.22) devient
∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt ≤ 2

‖βe‖2L2([0,Le]

λ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt

1

2

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤

‖βl‖2
L2([0,Ll]

λ

∫ T

0
(p̃p(t, 0))2dt

∫ T

0
(p̃p(t, 0))2dt ≤ 2

‖βp‖2L2([0,Lp]

λ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dtL'intégrale dans le terme à droite de la deuxième inégalité a un majorant qui est donné par ladernière inégalité, on déduit alors

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt ≤ 2

‖βe‖2L2([0,Le]

λ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt,

1

2

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤ 2

‖βl‖2
L2([0,Ll]

λ

‖βp‖2L2([0,L]

λ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt.En utilisant la première inégalité pour majorer la deuxième inégalité, on obtient

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤ K

∫ T

0
φ2(t, 0)dt,où K = 8

‖βe‖2
L2([0,Le]

‖βl‖2
L2([0,Ll]

‖βp‖2
L2([0,Lp]

λ3 . En posant
λ > 2

(

‖βe‖2L2([0,Le]‖β
l‖2L2([0,Ll]‖β

p‖2L2([0,Lp]

)1/3on montre que l'appliation ∧ est ontratante. �
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152 Estimation des taux de mortalité.Pour que le alul du gradient de la fontion Lagrangienne soit omplet, on dérive L par rapportaux variables mk pour k égal à e, l, p
<
∂L(S)

∂me
, le >L2([0,T ]×[0,Le]=

∫ T

0

∫ Le

0
me(a)pe(t, a)le(a)dadt

<
∂L(S)

∂ml
, ll >L2([0,T ]×[0,Ll]=

∫ T

0

∫ Ll

0
ml(a)pl(t, a)ll(a)dadt

<
∂L(S)

∂mp
, lp >L2([0,T ]×[0,Lp]=

∫ T

0

∫ Lp

0
mp(a)pp(t, a)lf (a)dadtpour toutes fontions lk dans l'espae L2([0, Lk]) telles que lk(L) = lk(0) = 0, pour k égal à e, l, p.Le veteur S est un optimum du problème [P4] si et seulement si ∇L(S) = 0, 'est à dire si leséquations suivante sont satisfaites











me(a)pe(t, a) = 0, a ∈ [0, Le],

ml(a)pl(t, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

mp(a)pp(t, a) = 0, a ∈ [0, Lp],

(9.23)où t est stritement positif. Les fontions pe ,pl et pp sont données par














pe(t, a) = θe(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
(βe+me)(s)ds +

∫ T
t βe(a)pl(s, 0)e−

R s

t
(βe+me)(τ)dτds,

pl(t, a) = θl(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
(βl+ml)(s)ds +

∫ T
t βl(a)pp(s, 0)e−

R s

t
(βl+ml)(τ)dτds,

pp(t, a) = θp(a− t+ T )e−
R a−t+T

a
mp(s)ds +

∫ T
t βp(a)pe(s, 0)e−

R s

t
mp(τ)dτds,pour a ≤ t− T et t stritement positif où les fontions θk sont

θk(a) = 2
[

uk(T, a)− ψk(a)
]

, k = e, l, p.Ces variables duales dépendent des taux de mortalités me, ml, et mp.9.2 Résultats numériques.On résout le problème [P4] ave l'algorithme de desente de Quasi-Newton (QN) donné dansle hapitre 6. Cette méthode onverge ar la fontion Lagrangienne véri�e les onditions de om-patibilité, à savoir que ette fontion est deux fois dérivable et les dérivées premières et seondessont Lipshitziennes. De plus, les variables d'état uk, pour k égal à e, l, p, et les variables duales
pk, pour k égal à e, l, p dé�nies dans le paragraphe préédent sont des fontions ontinues parrapport aux taux de mortalité.Pour les aluls présentés dans e paragraphe, les observations ψk pour haque stade de déve-loppement k sont onstruites en résolvant le problème (9.1)-(9.2)-(9.3). Pour ela, on se donnele taux d'élosion βe, le taux d'émergene βl et le taux de ponte βe égal à
βe(a) =

0, 5

Le − a
, a ∈ [

Le

2
, Le], βl(a) =

0, 5

Ll − a
, a ∈ [

Ll

2
, Ll], βp(a) = 10e−(a−2

0,25
)2
, a ∈ [0, Lp].où l'âge maximal des stades oeuf et papillon est �xé à 5 et l'âge maximal des larves est �xé à10. Ces valeurs ne sont pas représentatives de la réalité mais sont hoisies ainsi pour diminuer le
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9.2 Résultats numériques. 153temps et le nombre de aluls. Les taux d'élosion et d'émergene modélisent un développemententre les stades oeuf et larve et entre les stades larve et papillon en �n de stade oeuf et larveave un maximum à l'âge maximal de vie. La valeur hoisie pour les fontions de mortalité est
me

ex(a) =
0, 3

Le − a
, a ∈ [0, Le], ml

ex(a) =
0, 3

Ll − a
, a ∈ [0, Ll], mf

ex(a) =
0, 3

Lp − a
, a ∈ [0, Lp].La donnée initiale des densités uk pour k égal à e, l, p est

ue
0(a) = e

−(a−1
0,25

)2
, a ∈ [0, Le], ul

0(a) = u
p
0(a) = 0, a ∈ [0, Lk], k = l, p.Les distributions en âge des populations oeuf ψe, larve ψl et papillon ψp sont réalisées à l'instant

T = 20, 'est à dire 20 jours après la naissane des oeufs de la première génération. En utilisantl'algorithme de QN, on résout le problème [P4] pour es observations.Estimation des taux de mortalité oeuf, larve et papillon.On représente sur la �gure 9.1 les fontions de mortalité orrespondant aux valeurs exates mk
ex(ourbe noire) pour k égal à e, l, p et les fontions de mortalité estimées mk

app (ourbe bleue) pour
k égal à e, l, p. La distribution des populations oeuf, larve et papillon à l'instant T est donnée enfontion de la valeur des 3 taux de mortalité sur la �gure 9.2.(a) (b) ()
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age (jours)Fig. 9.1: Taux de mortalité des stades oeuf (a), larve (b) et papillon () en fontion del'âge. La ourbe noire est la valeur exate de la fontion. La ourbe bleue est la solutiondu [P4] obtenue par la méthode QN.Les ourbes de la �gure 9.1 ne se superposent pas, le problème [P4] n'admet don pas une uniquesolution. La donnée sur la répartition de la population en fontion de l'âge à un instant préis nesu�t pas à identi�er les taux de mortalité oeuf, larve et papillon du problème (9.1)-(9.2)-(9.3).
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154 Estimation des taux de mortalité.(a) (b) ()
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age (jours)Fig. 9.2: Distribution des populations oeuf (a), larve (b) et papillon () en fontion del'âge à l'instant T . La ourbe noire est l'observation onstruite ave la valeur exate destaux de mortalité. La ourbe bleue est l'observation onstruite ave la solution de [P4]obtenue par la méthode QN.Estimation du taux de mortalité oeuf.En se donnant les fontions de mortalité larve et papillon, on résout le problème [P4] pour estimerle taux de mortalité oeuf. La solution du graphe (a) de la �gure 9.3 est obtenue sans régularisationsur le taux de mortalité alors que la solution du graphe (b) est obtenue en régularisant la fontionde mortalité ave sa norme minimale et sa norme minimale de sa dérivée première. Les densitésoeufs, larves et papillons assoiées à e alul à l'instant T sont dessinées sur la �gure 9.2.(a) (b)
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age (jours)Fig. 9.3: Taux de mortalité du stade oeuf en fontion de l'âge. La ourbe noire estla valeur exate de la fontion. La ourbe bleue est la solution de [P4] obtenue par laméthode QN. (a) : sans régularisation de la solution, (b) : ave régularisation de lasolution.Les irrégularités sont atténuées en pénalisant la fontion oût ave la norme minimale du tauxde mortalité oeuf et la norme minimale de sa dérivée première omme on peut le voir sur la�gure 9.3-(b). Le problème d'identi�ation [P4] disret admet un unique taux de mortalité oeufà ondition que les taux de mortalité des populations larvaire et papillon sont onnus.
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Troisième partieEtude biologique ave le modèleLobesia botrana.
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Chapitre 10E�et thermique sur le développementlarvaire et modélisation.Dans e hapitre, on herhe à aratériser la vitesse de roissane de l'Eudémis pendant lesstades larvaires en fontion de la température. Les mesures faites sur la durée de développementde l'insete sont obtenues à température onstante sur des ohortes d'oeufs (Götz, 1941) et desohortes de henilles (Brière, 1998). Sur Eudémis, seul Auroy (2006) a réalisé des expérienes surdes ohortes d'oeufs à température �utuante. Cette étude a permis de montrer que des régimesthermiques variables induisaient des vitesses de roissane de l'oeuf di�érentes de elles obte-nues à température onstante. Le temps de développement des oeufs et la dynamique d'élosionne variaient pas en fontion de la somme thermique mais par rapport à l'amplitude thermiquejournalière. Les travaux de Matteson et al. (1965) ou enore de Behrens et al. (1983) montrentaussi que la variation de la température a�ete la roissane de ertains insetes omme la pyraledu maïs Ostrinia nubilalis ou le riquet Gryllus bimaulatus. On propose de mesurer le dévelop-pement d'une ohorte de henilles en fontion d'une température �utuante. Les résultats sontomparés aux mesures faites à température onstante.A partir de es informations, on modélise le développement de l'Eudémis en fontion de latempérature. Les simulations du modèle sont omparées aux données expérimentales dont nousdisposons.10.1 Durées de développement à température onstante.La durée de développement permet de déterminer l'âge de l'insete. Elle est exprimée soit enâge hronologique, soit en âge physiologique. L'âge hronologique est référé à l'unité temporelle(heure, jour, semaine...) alors que l'âge physiologique est aratérisé par des variables morpho-logiques (taille, poids) qui peuvent être assimilées à un nombre de degrés jours. La plupart desmesures faites sur Eudémis sont données en âge hronologique mais des travaux plus aniens,omme eux de Touzeau (1979), les donnaient en nombre de degrés jours.Le tableau 10.1 regroupe les mesures de Brière (1998) sur le temps de développement des 5 stadeslarvaires ( de L1 à L5 ) et du stade hrysalide sous des onditions thermiques onstantes. Lesdurées de développement sont obtenues pour 14 températures qui s'éhelonnent de 8�C à 34�C.Des eneintes limatiques sont utilisées pour réguler des onditions thermiques et hygrométriquesde 65%r.h. onstantes. L'unité de mesure est le jour. Le protoole expérimental adopté par Brièreest préisé dans sa thèse (Brière, 1998).
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158 E�et thermique sur le développement larvaire et modélisation.
T 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34L1 0 25,9 23,4 15,1 13,2 11,7 5,9 4,2 3,9 3,7 3,6 3,3 4,5 6,7L2 0 23,2 16,1 10,6 8,9 7,1 4,8 3,8 3,1 3 2,9 2,9 3,4 6,4L3 0 0 12,7 9,8 8,3 5,6 4,7 4 3,8 3,2 3 2,9 3,4 0L4 0 0 15,7 10,6 10 7 5,1 4,9 3,7 3,6 3,6 2,9 3,9 0L5 0 0 25,5 17,9 13,5 13,3 7,6 7,1 6,5 6,2 6 5,8 6,9 0hrysalide 0 0 0 48 35,5 23,2 15,1 12,9 10,2 8,6 7,9 7,8 7,7 0Tab. 10.1: Durées de développement des 5 stades larvaires et du stade hrysalide deohortes de henilles d'Eudémis en fontion de la température onstante et d'une pho-topériode de L16 : D8 (données de Brière, 1998).Le développement le plus ourt est mesuré pour tous les stades de développement pour unetempérature journalière moyenne de 30�C. Au delà et en dessous de ette température la rois-sane est plus longue. Les stades L1, L5 et hrysalide sont généralement plus longs que les autresstades larvaires. Les températures pour lesquelles auun développement n'est observé varient enfontion du stade physiologique. Pour une température onstante de 12�C, 10�C et 8�C Brièren'observe auun développement pour respetivement le stade hrysalide, les stades L5, L4, L3 etles stades L2, L1. Pour la température la plus haude 34�C, la durée de développement n'est pasdéterminée à partir du stade L3.Vitesse de développement à température onstante.Elle est égale à l'inverse de la durée de développement, 'est don une onstante positive pluspetite que un. La vitesse de développement est parfois exprimée en pourentage et s'appelle danse as le taux de roissane. La forme générale de la vitesse de développement en fontion de latempérature est elle de la �gure 10.1.

Fig. 10.1: Forme de la vitesse de développement ou du taux de roissane en fontionde la température pour une population Eudémis.De nombreux herheurs tentent de dérire mathématiquement ette ourbe en fontion de latempérature. Certains adoptent une approhe biophysique 'est à dire qu'ils modélisent la rois-sane de l'insete omme une réation enzymatique omplexe. Ces modèles sont dûs, pour lesplus réents et les plus élaborés, à Sharpe et Demihelle (1977) ou à Shool�eld et al. (1981).D'autres herheurs préfèrent une approhe empirique. Par exemple, Brière (1998) ompare les
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10.2 E�et thermique sur le développement larvaire. 159modèles empiriques sur son jeu de données expérimentales (tableau 10.1). Pour lui, es modèlessont les plus performants ar ils sont exprimés en fontion de paramètres biologiques omme lesmodèles biophysiques. L'avantage est que es paramètres sont moins nombreux et plus failes àidenti�er par une méthode d'estimation des paramètres. Les arguments de Brière sont aussi euxpartagés par Logan (1988) qui est l'auteur de plusieurs fontions de développement. En général,es paramètres biologiques orrespondent aux températures seuil de développement zéro, opti-male et létale.Les deux équations qui s'adaptent le mieux aux jeux de données de Brière (tableau 10.1) sontl'équation de Logan et al.(1976)
v(T ) = ψ

[

eρT − eρTl−
Tl−T

∆T

]

, ∆T = Tl − Topt,et l'équation de Brière (1998)
v(T ) = bT (T − T0)

√

(Tl − T ),où v(T ) est la valeur de la vitesse de développement à la température T . Les onstantes Tl, Toptet T0 sont respetivement la température létale, la température optimale de développement et latempérature seuil de développement zéro. Les autres paramètres de es deux équations sont desonstantes empiriques. L'équation de Brière permet d'estimer les onstantes Tl et T0 mais aussila température Topt à partir de la dérivée première de la fontion. L'équation de Logan permetaussi le alul de es paramètres biologiques sauf elui de la température seuil de développementzéro T0 ar l'axe des absisses est asymptote à la ourbe.Quelque soit l'expression mathématique utilisée, ette fontion dérit la vitesse de développementde l'insete pour des onditions de température onstante. Chez Eudémis, auune expérienen'a été onduite pour mesurer e taux pour des situations thermiques �utuantes. On ne peutdon dire si des hangements quotidiens de la température produisent des hangements dansla roissane de l'insete. On propose alors dans le paragraphe suivant de mesurer la durée dedéveloppement de l'insete sous des onditions de température non onstantes.10.2 E�et thermique sur le développement larvaire.L'objetif de ette expériene que nous avons réalisé est de mesurer la dynamique d'émergened'une ohorte de larves sous des onditions thermiques �utuantes et don de mesurer la vitessede développement.10.2.1 Matériels et méthodes.Les yles de température sont hoisis tels que la somme quotidienne en degrés jours estidentique et tels qu'ils soient représentatifs de onditions thermiques estivales. La somme de de-grés jours orrespond à la quantité de haleur aumulée toutes les heures sur une journée. Onprend une photopériode de 16h de jour et 8h de nuit. La lumière est réglée à 50 Lumines pourles phases de jour. La température du jour est plus haude que la température de la nuit saufsur l'expériene témoin qui est onduite à 18, 4�C ontant. La somme thermique quotidienne est�xée à 441, 6�C (18, 4�C×24h). On réalise 3 expérienes ave les yles de température préisésdans le tableau 10.2.
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160 E�et thermique sur le développement larvaire et modélisation.régime 1 régime 2 régime 3Jour(16h) 18,4�C 23,1�C 20,6�Cnuit (8h) 18,4�C 9�C 14�CTab. 10.2: Régimes thermiques quotidiens utilisés pour mesurer le développement lar-vaire. La somme thermique par jour est de 441, 6�C sur les 3 modalités.Les henilles sont fournies par l'élevage de l'UMR Santé Végétale de l'INRA basé à Villenaved'Ornon. On utilise 500 individus par expériene tous âgés du même jour du début du stade L1.Les henilles sont déposées séparément dans un godet sur du milieu semi-arti�iel. Les onditionsd'élevage des insetes et la méthode de préparation du milieu sont préisées dans le rapport destage d'Auroy (2006). La date d'émergene et le sexe de l'individu sont notés sur l'ensemble dela population. On obtient �nalement une dynamique d'émergene en fontion des femelles et desmâles sous 3 régimes thermiques mais aussi le temps de développement moyen d'une henillepour se transformer en papillon.10.2.2 Résultats et onlusions.Dans la première expériene, à régime onstant, 379 papillons (75,8%) ont émergé. Ils sont430 papillons (86%) sur l'expériene ave le régime thermique 2 et 495 papillons (99%) sur ladernière expériene où la température est réglée selon le régime 3. Le sex ratio est respetivementde 54% de femelles et 46% de mâles, de 50/50, et de 44% de femelles et 56% de mâles. Sur les 3éhantillons, les proportions de mâles et de femelles sont prohes.Le développement moyen de es populations est donné dans le tableau 10.3. A régime onstantla durée de développement de la population est de 46,5 jours. Elle est 5 jours plus longue quela durée de développement d'une population soumise à un régime thermique 2 (41,6 jours). Ledéveloppement est aussi plus rapide lorsque la population est soumise à un régime thermique 3,il est 2 jours et demi plus ourt (43,9 jours). La durée de développement des femelles est environ4 jours plus longue que elle des mâles sur les 3 expérienes.totale femelle mâleRégime 1 46,5 48,56 44,19Régime 2 41,6 43,43 39,87Régime 3 43,9 46,11 42,32Tab. 10.3: Durées de développement de la population totale et en fontion du sexemesurées pour les 3 régimes thermiques du tableau (10.2). La somme thermique parjour est de 441, 6�C sur les 3 modalités.La dynamique d'émergene des populations éhantillonnées, en nombre d'individus est repro-duite sur la �gure 10.2. La ourbe rose représente la dynamique des femelles et elle en bleu estassoiée à la dynamique des mâles. La ourbe noire est la somme de es deux dynamiques. Lepremier mâle apparaît le 38ème jour sur l'expériene "régime 2", le 39ème jour sur l'expériene"régime 3" et le 41ème jour sur l'expériene témoin. La dynamique d'émergene est don avanéede 3 jours lorsque l'amplitude thermique de la journée est de 14�C et de 2 jours lorsque l'éartthermique quotidien est de presque 7�C. Sur les 3 expérienes, les mâles émergent 3 jours plus
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10.3 Modélisation du développement larvaire en fontion de la température et simulations.161t�t que les femelles. La dynamique d'émergene dure approximativement 18 jours (19 jours surl'expériene "régime 3") quelque soit le régime thermique testé. Elle dure moins longtemps pourles mâles, 11 jours (15 jours sur l'expériene "régime 3"), que pour les femelles, 15 jours (16 jourssur l'expériene "régime 3").Régime 1 Régime 2 Régime3
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Temps (jours)Fig. 10.2: Dynamiques d'émergene, en nombre d'individus, mesurées sur 3 régimesthermiques di�érents (tableau 10.2) mais de somme thermique identique (441, 6�C). Laourbe rose est la dynamique des femelles, elle en bleu des mâles. La ourbe noire estla somme de es ourbes.Conlusion.La durée de développement des henilles ne varie pas en fontion de la somme thermique jour-nalière mais par rapport à la variation de la température dans la journée. D'après les duréesde développement à température onstante données dans le tableau 10.1, la hrysalide ne sedéveloppe pas pour une température onstante de 12�C. Par onséquent, seule la températurehaude de 23,1�C du régime thermique 2 a a�eté le développement de la henille. La durée dedéveloppement d'une henille soumise à une température onstante de 20,6�C est plus ourte queelle mesurée sous un régime thermique 3 (tableau 10.1). La température froide de 14�C pendantla nuit du régime 3 a ralentit de quelques jours la roissane de la henille.Les �utuations thermiques quotidiennes a�etent la date d'émergene du premier papillon maisn'ont pas d'e�ets sur la protandrie et la durée de la dynamique en temps du vol des adultes. Paronséquent, les di�érenes de roissane entre henilles sont onstantes par rapport aux �utua-tions thermiques journalières mais le positionnement dans le temps de la dynamique d'émergenedépend de es variations.10.3 Modélisation du développement larvaire en fontion de latempérature et simulations.A partir des mesures sur la durée de développement à température onstante, on modélise laroissane larvaire de l'Eudémis en fontion de la température. Les simulations du modèle Lobesiabotrana sont omparées aux dynamiques d'émergene mesurées à di�érents régimes thermiques�utuants représentées sur la �gure (10.2).
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162 E�et thermique sur le développement larvaire et modélisation.10.3.1 Modélisation du développement larvaire en fontion de la tempéra-ture.Le modèle est onstruit à partir des hypothèses biologiques suivantes : les di�érenes deroissane d'une ohorte de henilles sont onstantes ave les �utuations thermiques et la dated'émergene du premier papillon varie en fontion de la température. Ces hypothèses sont o-hérentes ave les résultats obtenus préédemment sur les mesures de la durée du développementlarvaire à température �utuante. Le modèle mathématique s'érit dans e as










∂
∂tu

l(t, a) + ∂
∂au

l(t, a) = −βl(T (t), a)ul(t, a), a ∈ [0, L]

ul(t, 0) = 0, t > 0

ul(0, a) = φ(a), a ∈ [0, L]où ul est la densité de henilles à l'instant t et d'âge a, βl est le taux d'émergene à la température
T du moment et d'âge a et L est l'âge maximal de vie. Les di�érenes de roissane sont modéliséespar le taux d'émergene. Ce dernier peut être estimé à partir de données expérimentales mesurantla dynamique d'émergene à une température donnée Td (voir la troisième partie de la thèse). Apartir de là, on dé�nit le taux d'émergene suivant, pour dérire le développement larvaire surl'ensemble des températures

βl(T (t), a) = βl
est(a− k(T (t))), (10.1)où βl

est est le taux d'émergene estimé pour une température donnée Td et k(T (t)) est une fontionpermettant de aluler la date d'émergene à la température T . La fontion k(T ) est dé�niedans l'espae des fontions réelles. Pour une valeur nulle de k(T (t)), la dynamique d'émergeneprédite par le modèle est la dynamique expérimentale utilisée pour estimer la fontion βl
est.Pour une valeur positive de k(T (t)), la dynamique d'émergene est prédite avant la dynamiqueexpérimentale alors que pour une valeur négative de k(T (t)), la dynamique d'émergene estprédite après la dynamique expérimentale. La fontion k(T ) est alulée par

k(T (t)) = R−D(T (t))où R est la durée de développement moyenne à la température de référene Td et D(T ) estla durée de développement moyenne des henilles à la température T . La fontion D(T ), et paronséquent k(T ), est une fontion disrète prenant les valeurs du tableau 10.4. Ces valeurs orres-pondent à la somme des durées de développement des stades larvaire et hrysalide mesurées parBrière (1998) à température onstante. La fontion D(T ) peut être dérite de manière ontinueen prenant l'inverse des équations mathématiques de Brière (1998) ou de Logan (1976) donnéesau paragraphe 10.1. Quelque soit la forme de D(T ), l'équation (10.1) alule la proportion de pa-pillons émergeants en fontion de la température T relevée à l'instant t et de l'âge a des henilles.T <14 [14 ;16[ [16 ;18[ [18 ;20[ [20 ;22[ [22 ;24[ [24 ;26[ [26 ;28[ [28 ;30[ ≤30D 112 89,4 67,9 43,2 36,9 31,2 28,3 27 25,6 29,8Tab. 10.4: Durées de développement (D) d'une ohorte de henilles jusqu'à l'émergenedu papillon en fontion de la température onstante T. Mesures obtenues par Brière(1998) et modélisées dans le modèle mathématique.L'avantage de ette modélisation est qu'il n'est pas néessaire d'estimer le taux d'émergene pourtoutes les températures. La donnée d'une dynamique d'émergene pour des onditions thermiquesonstantes su�t pour dérire le développement larvaire en fontion de la température.
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10.3 Modélisation du développement larvaire en fontion de la température et simulations.16310.3.2 Appliation à des données expérimentales.On onsidère les mesures faites, dans le paragraphe préédent, sur le développement larvaireen fontion de régimes thermiques �utuants. La dynamique d'émergene de la population totalemesurée à une température de 18,4�C sert à estimer le taux d'émergene βl
est (ourbe bleue de la�gure 10.3). La méthode d'estimation du taux d'émergene est développée dans la troisième partiede ette thèse. La représentation graphique du taux d'émergene estimé orrespond à la �gure10.3 (b). Le modèle prédit sous des onditions thermiques onstantes de 18,4�C, la dynamiqued'émergene traée en noir sur la �gure 10.3 (a). Le nombre de papillons qui émergent est 3%de moins, soit 15 individus, que elui mesuré expérimentalement. La durée de développementde ette population est de 49 jours, soit 2,5 jours de plus (5% d'erreur) que la durée mesuréeen laboratoire. Le modèle date la première apparition d'un adulte au jour 42 et prévoit unedynamique de vol sur 22 jours. Les préditions sont erronée de 18% 'est à dire que le modèleprévoit l'émergene du premier papillon 1 jour trop tard et une dynamique de vol qui dure 4jours plus long. Les erreurs d'estimation sont des erreurs numériques venant de la résolution duproblème d'identi�ation du taux d'émergene et de la résolution du modèle mathématique. Enaeptant es erreurs d'estimation, on utilise le taux d'émergene estimé dans l'équation (10.1)pour prédire les dynamiques d'émergene mesurées dans des onditions thermiques du régime 2et 3. La population initiale est de 500 henilles du stade L1 âgées le même jour et la températureest relevée toutes les heures.Le tableau 10.5 donne les valeurs expérimentales et simulées de la durée de développementmoyenne, de la date de première émergene et de la durée de la dynamique de vol. Elles sont re-latives à une ohorte larvaire soumise à des onditions thermiques onstantes de 18,4�C (Régime1), de 16h à 23,1�C et 8h à 9�C (Régime 2), et de 6h à 20,6�C et 8h à 14�C (Régime 3).Sous un régime thermique de 23,1�C pendant 16h et 9�C pendant 8h, le modèle prédit, en inté-grant une faible mortalité (38 papillons), l'émergene de 426 papillons (1% de moins par rapportaux données expérimentales) entre le 26ème et avant le 50ème jour. La durée de développementde ette population est de 33,8 jours, soit presque 8 jours de moins (18,75% d'erreur) que ladurée obtenue expérimentalement pour es onditions. La dynamique d'émergene est traée surla �gure 10.4 (a) en noir. A partir du jour 26, la dynamique dure 22 jours. L'erreur d'estimationsur la date de début du vol est de 31% et elle sur la durée de e vol de 18%.Sous un régime thermique de 20,6�C pendant 16h et 14�C pendant 8h, le modèle prédit, sansmortalité, l'émergene de 486 papillons (2% de moins par rapport aux données expérimentales)entre le 32ème et avant le 50ème jour. Les erreurs d'estimation sur la date de début du vol etsur la durée de la dynamique sont de 18%. La durée de développement de ette population estde 39 jours, soit presque 5 jours de moins que la mesure obtenue sous e régime thermique (11%d'erreur).
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164 E�et thermique sur le développement larvaire et modélisation.Régime 1 Régime 2 Régime 3modèle données modèle données modèle donnéesD(j) 48,3 46,5 33,8 41,6 39 43,91er émergene (j) 42 41 26 38 32 39Durée du vol (j) 22 18 22 18 22 19Tab. 10.5: Durée de développement (D), date de première émergene et durée du volde la population totale, en jour, estimées par le modèle Lobesia botrana et mesuréesexpérimentalement pour 3 régimes thermiques. Régime 1 : 18,4�C onstant ; Régime 2 :16h à 23,1�C et 8h à 9�C ; Régime 3 : 16h à 20,6�C et 8h à 14�C. La somme thermiquepar jour est de 441, 6�C sur les 3 modalités.(a) (b)
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age (jours)Fig. 10.3: (a) : Dynamiques temporelles d'émergene d'une ohorte de henilles sou-mises à une température de 18,4�C onstante. La ourbe noire est la dynamique simuléepar le modèle Lobesia botrana et la ourbe bleue est la donnée expérimentale. (b) : Tauxd'émergene estimé βl
est en fontion de l'âge pour une température onstante de 18,4�C.

10.3.3 Résultats et onlusions.Résultats.Le modèle prédit un développement en fontion de la température qui est elui observé. A unesomme de degrés jours donnée quotidienne, la durée de développement diminue et la dynamiqued'émergene est avanée lorsque les variations thermiques de la journée augmentent. La distri-bution dans le temps des papillons est identique sur les 3 régimes thermiques. La prédition dumodèle sur la taille de la population est orrete ar l'erreur est inférieure à 2%. Cependant,les erreurs d'estimation sur la date de première émergene et la durée de développement sontimportantes, jusqu'à 31% pour un éart thermique de 14�C et 18,75% pour un éart thermiquede 7�C.
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10.3 Modélisation du développement larvaire en fontion de la température et simulations.165(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 10.4: Dynamiques d'émergene d'une ohorte de henilles soumises à un régimethermique �utuant. La ourbe noire est la dynamique simulée par le modèle Lobesiabotrana et la ourbe bleue est la donnée expérimentale. (a) : 16h à 23,1�C et 8h à 9�C.(b) : 16h à 20,6�C et 8h à 14�C.Conlusions.Le modèle Lobesia botrana prédit le développement larvaire en fontion de la température. Ce-pendant, pour des régimes thermiques �utuants, les erreurs d'estimation du modèle peuventatteindre 30%. Ces erreurs viennent du taux d'émergene utilisé dans le modèle et du manquede mesures sur la durée de développement à température onstante mais aussi à température�utuante. Pour améliorer es erreurs, il faudrait estimer le taux d'émergene pour toutes lestempératures 'est à dire il faudrait mesurer la dynamique d'émergene de ohortes de larves enfontion de la température.
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166 E�et thermique sur le développement larvaire et modélisation.
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Chapitre 11Étude de la dynamique de ponte hezl'Eudémis de la vigne.Dans e hapitre, on tente de omprendre la dynamique temporelle de l'Eudémis de la vigneen se onentrant sur une période préise du yle biologique : la ponte des oeufs. On herheà aratériser le omportement de ponte en fontion de variables biologiques onsidérées dansette thèse, à savoir les fateurs endogènes et la ressoure alimentaire. Ces informations sontensuite introduites dans le modèle Lobesia botrana pour simuler la dynamique temporelle denotre ravageur. En partiulier, on étudie l'impat de sénarios limatiques sur la dynamique deponte.11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte.A partir de 3 éhantillons de femelles, on aratérise statistiquement le omportement deponte de elles-i. Les femelles proviennent de milieux di�érents (terrain, élevage) et de henillealimentées ave des nourritures di�érentes (semi-arti�ielle, poudre de raisin et raisin).11.1.1 Matériels et méthodesLes données expérimentales.On dispose de 3 jeux de données expérimentales dont les mesures ont été réalisées par Thiéryet Moreau. Le protoole de es expérienes est préisé dans les artiles Thiéry et al. (2006) etMoreau et al. (2006).Le premier éhantillon omporte 164 femelles qui viennent de l'élevage d'Eudémis de l'INRAVillenave d'Ornon. Ces femelles sont aouplées ave des mâles venant aussi de l'élevage. Elles sesont développées ave une alimentation semi-synthétique dont la omposition est détaillée dansl'artile Thiéry et Moreau (2005).Le deuxième éhantillon omprend 283 femelles. Elles viennent aussi de l'élevage d'Eudémis del'INRA et sont aouplées ave des mâles de ette même souhe. Leur alimentation est fabriquéeà partir de poudre de raisin, le détail est donné dans l'artile Thiéry et al. (2006).Le dernier éhantillon est omposé de 173 femelles sauvages dont la provenane est dérite dansl'artile Moreau et al. (2006). Une partie d'entre elles (125 femelles) s'est aouplée ave des mâlesvenant d'une souhe de laboratoire alors que la deuxième partie (48 femelles) s'est aouplée avedes mâles du terrain. Un Classement Hiérarhique Asendant, dont la méthode est développéei-dessous, a été appliqué sur haun de es groupes a�n de aratériser des di�érenes entre
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168 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.eux. Ce test identi�e les 5 mêmes omportements de ponte sur es deux groupes de femelles aveune répartition des femelles sur es lasses de ponte très prohes. Il n'y a alors pas d'e�et dumâle, les deux groupes de femelles peuvent être réunis en un seul, permettant ainsi d'avoir unnombre total de femelles équivalent aux deux autres éhantillons. Parmi les 173 femelles de etéhantillon, 18% ont mangé du gewürtztraminer, 7,5% du riesling, 10% du grenahe, 44,5% duhasselas, 8,5% du gammay, et 11,5% du pinot noir. Plus d'un tiers de es femelles a mangé duraisin hasselas. Pour ne pas in�uener le résultat du test statistique, on supprime aléatoirement42 femelles (54%) nourries au hasselas.Méthode et tests statistiques.Ave la ollaboration d'Anne Gégout Petit, on analyse statistiquement es éhantillons sous lelogiiel R. Une analyse par Composantes Prinipales (ACP) est d'abord réalisée pour homogé-néiser les 3 jeux de données. Le nombre de variables testées est de 8, 12 et 7 pour respetivementles éhantillons 1, 2 et 3. Ces variables orrespondent au nombre d'oeufs pondus par jour. L'ACPmontre que, sous les 3 éhantillons, les 4 premiers jours de ponte sont orrélées et qu'ils détiennent96% de l'information (voir tableau en annexe). A partir de e résultat, on détermine des groupesde femelles par rapport à la distribution dans le temps de leur oeufs en faisant un lassementhiérarhique asendant selon la méthode de Ward. Le résultat du test est un graphique qui estdonné en annexe et qui s'apparente à un arbre. Pour mesurer les di�érenes entre les groupesde femelles, une variable est alulée dont la méthode est donnée dans Lebart et al. (1997). Ondé�nit le nombre de lasse de ponte par rapport à la valeur de ette variable. Plus elle est petiteet plus les di�érenes entre les groupes sont faibles. On alule ensuite pour haque lasse deponte identi�ée des valeurs tests (voir tableau en annexe). Elles permettent de aratériser lalasse de ponte en fontion de plusieurs variables. On hoisit par exemple les jours de ponte, oule nombre total d'oeufs pondus. Ces valeurs tests peuvent prendre des valeurs négatives ou posi-tives. Les variables qui ont ontribué à dérire une lasse de ponte sont elles qui ont une valeur,en valeur absolue, stritement plus grande que 2. De ette analyse, on déduit aussi le nombre defemelles partiipant à haque lasse de ponte, ainsi que l'étalement de la dynamique de ponte etle taux de féondité. Pour les deux éhantillons de femelles alimentées sur de la poudre de raisinou sur du raisin, les lasses de ponte sont disutées en fontion du épage sur lequel a grandie lahenille.11.1.2 Résultats et onlusions.Sur les trois éhantillons, le test statistique a déterminé 5 omportements de ponte. Les arbresorrespondant sont donnés en annexe. Les di�érenes entre haque lasse de ponte déterminéesont faibles, elles sont de l'ordre de 0.06 pour le premier et le dernier éhantillon. La représen-tation graphique de es dynamiques de ponte est reportée en pourentage sur les �gures (11.1).De haut en bas, les graphes orrespondent aux dynamiques de ponte du premier éhantillon, dudeuxième éhantillon et du troisième éhantillon. Parmi toutes es dynamiques de ponte identi-�ées, ertaines se ressemblent sur un même éhantillon, voir même sur l'ensemble des donnéestestées.Sur haque éhantillon, il existe des femelles qui pondent majoritairement le premier jour puis quidiminuent la quantité d'oeufs pondus par jour jusqu'au dernier jour de la ponte. Cette dynamiqueorrespond à la ourbe noire pour l'éhantillon 1, et noire et bleue pour les éhantillons 2 et 3.D'autres femelles préfèrent pondre le maximum de leurs oeufs le deuxième jour de la ponte. Cettedynamique est dessinée en bleu et noir pour le premier éhantillon de femelles, puis en vert surles deux autres éhantillons. Un troisième omportement apparaît sur le premier éhantillon et
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11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 169le deuxième ave respetivement les ourbes rose et rouge, et rose. Ces femelles répartissent leurponte ave un maximum le troisième jour. Sur la �gure (11.1), un dernier omportement de pontese dessine qui est elui de pondre une grosse quantité d'oeufs le premier jour mais aussi un peuplus tard, omme le 3ème jour pour la ourbe rouge du seond éhantillon et la ourbe rose dudernier graphe, ou le 4ème jour omme la ourbe rouge de l'éhantillon 3.Ehantillon 1
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Temps (jours)Fig. 11.1: Distributions temporelles des oeufs, en pourentage, en fontion du ompor-tement de ponte des femelles. Les lasses de ponte sont déterminées par ClassementHiérarhique Asendant (méthode de Ward).E�et épage.La proportion de femelles partiipant aux dynamiques de ponte identi�ées par le test statistiqueest préisée en nombre d'individus et en pourentage dans les tableaux 11.1. De haut en bas, les
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170 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.tableaux orrespondent aux dynamiques de ponte du premier éhantillon, du deuxième éhan-tillon et du troisième éhantillon. On ajoute le taux de féondité moyen (olonne total) et ladurée moyenne de ponte (olonne durée) pour haune des dynamiques de ponte.Les femelles de l'éhantillon 3 'est à dire prélevées dans la vigne pondent moins que les autresfemelles venant de l'élevage d'Eudémis. La durée moyenne de la dynamique de ponte de esfemelles est aussi plus ourte que elle des femelles de laboratoire. Cependant, les proportionsde femelles intervenant dans les lasses de ponte ommunes aux éhantillons 2 et 3, 'est àdire pour des femelles alimentées ave un épage sont prohes. Sur es éhantillons, on ompterespetivement 64% et 61% des femelles qui pondent tout le premier jour puis un peu moinssur les jours suivants. Elles représentent plus de la moitié de la population totale alors qu'ellesne onstituent que le tiers sur le premier éhantillon. Les femelles alimentées à partir de raisinont pour la plupart le même omportement de ponte qui est de distribuer les oeufs en majoritéle premier jour. Une partie de es femelles pond très peu (36% sur l'éhantillon 2 et 40% surl'éhantillon 3) puisqu'elles apportent respetivement 3 fois et 4.5 fois moins d'oeufs que les autresfemelles. Une lasse de femelles de faibles pondeuses existe aussi sur le premier éhantillon (2èmeligne du tableau du haut de la �gure 11.1). Elles sont en quantité moins importante que surles deux autres éhantillons puisqu'elles représentent 9% de la population éhantillonnée. Leurdynamique est aussi di�érente que elle des femelles des éhantillons 2 et 3 ar elles pondentave un maximum le deuxième jour. La proportion de femelles adoptant une dynamique deponte ave un maximum d'oeufs pondus le deuxième jour est prohe pour les éhantillons 2et 3 (respetivement 15,5% et 12%). Le nombre de femelles ave e omportement de pontereprésentent sur l'éhantillon 1 22% de la population. Le dernier tiers de et éhantillon defemelles, orrespond à une population qui apporte le plus d'oeufs, 125 oeufs en moyenne. Ladynamique de ponte de ette population est de distribuer ses oeufs sur plus de 4 jours ave unpi le troisième jour. Le pourentage de femelles ave e omportement représente sur l'éhantillon2 13% de la population et pondent en moyenne 182 oeufs. Le nombre de femelles qui n'ont pas lamême dynamique de ponte entre les éhantillons 2 et 3 représente 20% et 26% respetivement.Ce sont les femelles qui pondent en moyenne le plus d'oeufs et le plus longtemps.
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11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 171
Ehantillon 1ourbe Nb fem (%) Nb oeuf/f durée oeuf/j/fnoire 117(41) 144 5.1 28,2bleue 65 (23) 45.2 3.7 12,2verte 44 (15,5) 135.7 5.5 24,6rose 36(13) 182.7 6.4 28,5rouge 21 (7,5) 144.9 5.9 24,5Ehantillon 2ourbe Nb fem (%) total durée oeuf/j/fnoire 61 (37,3) 117.27 3.78 31bleue 15 (9) 55.8 4.13 13,5verte 36 (22) 128.2 4.58 27,9rose 14(8,5) 114.6 3.85 29,7rouge 38 (23,2) 135.4 5.2 26Ehantillon 3ourbe Nb fem (%) Nb oeuf/f durée oeuf/j/fnoire 49 (37) 43 2.4 17,9bleue 32 (24) 9.6 1.7 5,6verte 16 (12) 46.8 3.5 13,3rose 25 (19) 64.9 4.1 15,8rouge 9 (7) 50.7 4.5 11,2Tab. 11.1: Répartition des femelles sur les 5 lasses de ponte identi�ées par la méthodede Ward pour haque éhantillon. La olonne "total" est le taux de ponte moyen, elle"durée" est la durée moyenne de la ponte.
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172 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.E�et épage omme qualité alimentaire sur les henilles.La répartition des femelles par épage sur les 5 lasses de ponte identi�ées est donnée pour leséhantillons 2 et 3 dans les tableaux de la �gure 11.2. Ces résultats montrent que la qualité de lanourriture qu'a reçue la henille fait varier le omportement de ponte des femelles. La dynamiquetemporelle de ponte aratérisée par un pi de ponte le deuxième jour existe hez des femellesdont la henille s'est nourrie d'une poudre de raisin pinot noir (éhantillon 2) alors que ettedynamique de ponte n'existe pas sur le troisième éhantillon. De même, la dynamique temporellede ponte dé�nie ave deux pis, sur le premier et sur le troisième jour, est mesurée sur des femellesélevées sur Gewürtztraminer (éhantillon 3) alors que e omportement de ponte est absent del'éhantillon 2. Ehantillon 2épage bleue noire verte rose rougehardonnay 26.19 45.24 9.52 7.14 11.9hasselas 30.30 24.24 12.12 30.30 3.03gewürtztraminer 17.86 35.71 21.43 25 0grenahe 23.08 42.31 11.54 11.54 11.54lambrusque 14.29 57.14 14.29 8.57 5.71merlot 23.81 35.71 14.29 21.43 4.76pinot noir 23.26 34.88 27.91 2.33 11.63riesling 23.53 55.88 11.76 0 8.82
Ehantillon 3épage noire bleue verte rose rougehasselas 31.43 31.43 8.57 5.71 22.86gammay 46.67 6.67 6.67 6.67 33.33gewürtztraminer 38.71 25.81 19.35 3.23 12.90grenahe 35.29 23.53 17.65 5.88 17.65pinot noir 35.00 30.00 0 15.00 20riesling 46.15 15.38 23.08 7.69 7.69Tab. 11.2: Répartition des femelles en pourentage pour tous les épages testés en fon-tion des 5 lasses de ponte. Pour un éhantillon donné, les ouleurs orrespondent auxourbes de la �gure 11.1.Conlusion.Sur une population de femelles, 50% d'entre elles pondent leur oeufs pendant 3, 4 jours ave unmaximum d'oeufs pondus soit sur le premier jour de ponte, soit sur le deuxième jour de ponte. Ladeuxième moitié des femelles adapte sa ponte en fontion de l'alimentation qu'a reçue la henilleet de son environnement. Ces femelles pondent en général sur 4, 5 jours ave des pis de pontesur les derniers jours ou sur le premier et les derniers jours de la ponte.

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 17311.1.3 AnnexeOn présente dans e paragraphe les résultats de l'ACP, et du lassement hiérarhique as-endant en fontion de l'éhantillon. Le alul des valeurs test des lasses de ponte déterminéespar le lassement hiérarhique asendant est ajoutée. Pour les éhantillons onstitués de femellesdont la henille s'est alimentée en raisin, on donne la répartition des femelles pour une lasse deponte en fontion du épage.Ehantillon 1.variables v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8J1 0.93 0.33 0.15 0.00 0.01 0.00 0.00 0.00J2 -0.62 0.75 0.22 0.04 0.02 0.01 0.00 0.00J3 -0.13 -0.42 0.87 -0.24 -0.02 0.01 0.00 0.00J4 0.00 -0.29 0.38 0.86 -0.15 0.00 0.01 0.00J5 0.03 -0.27 0.16 0.26 0.91 -0.05 -0.03 0.00J6 -0.07 -0.26 -0.16 0.06 0.25 0.91 -0.05 -0.01J7 -0.09 -0.21 -0.21 -0.01 0.14 0.15 0.27 0.89J8 -0.08 -0.22 -0.12 -0.03 0.40 0.10 0.87 -0.07Tab. 11.3: Corrélation des variables pour l'éhantillon 2 obtenue par l'ACP. Les va-riables testées sont le nombre d'oeufs pondus par jour en fontion du jour de ponte.omposante prinipale % variane % umulé1 0.47 0.472 0.25 0.723 0.15 0.884 0.08 0.955 0.04 0.996 0.01 1.007 0.00 1.008 0.00 1.00Tab. 11.4: Composantes prinipales alulées par l'ACP pour l'éhantillon 1. Les 4premières omposantes représentent 95% de l'information (olonne % umulé).
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174 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.

Fig. 11.2: Résultat du lassement hiérarhique asendant (méthode ward). L'axe desordonnées représente les 164 femelles. On oupe l'arbre en 5 lasses de ponte.
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11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 175Courbe J1 J2 J3 J4 J5 J6 J7noire 8.23920 -2.02196 -5.73399 -4.13510 -2.29589 -1.76153 -1.32681bleue -5.08773 -2.90988 -3.04465 -2.44145 0.11608 3.61309 3.75092verte -1.37253 -1.01086 9.02392 -1.29155 -0.05357 -0.93501 -1.25056rose -4.34989 8.53907 -2.37759 -2.31653 -1.75946 -0.75431 0.12350rouge -1.73493 -0.35914 1.37055 9.20613 3.76849 0.96616 0.10224Classe J8 totalnoire -1.11014 -0.20662bleue 4.14620 -6.88592verte -0.76503 1.88102rose -0.02770 -0.36277rouge -0.79221 3.33623Tab. 11.5: Calul des valeurs tests pour les 5 lasses de ponte identi�ées par le lasse-ment hiérarhique asendant pour l'éhantillon 1. Les variables J1 à J8 sont les joursde ponte et la variable "totale" est le nombre d'oeufs moyen pondus par femelle. Lesouleurs orrespondent aux ourbes de la �gure 11.1 de l'éhantillon 1.Ehantillon 2.variables v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9J1 0.96 0.23 -0.13 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00J2 -0.47 0.84 -0.27 -0.04 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00J3 0.18 0.50 0.75 -0.40 -0.01 0.00 0.00 0.00 0.00J4 0.04 0.45 0.46 0.70 -0.31 0.00 0.00 0.00 0.00J5 0.03 0.33 0.35 0.51 0.70 -0.07 0.02 0.00 0.00J6 -0.02 0.30 0.26 0.26 0.38 0.72 -0.34 -0.01 0.00J7 -0.06 0.09 0.11 0.11 0.13 0.70 0.68 -0.04 0.00J8 -0.12 0.07 0.13 0.02 0.07 0.24 0.13 0.94 0.00J9 0.03 0.04 0.03 0.00 -0.06 -0.02 0.00 0.14 0.99Tab. 11.6: Corrélation des variables pour l'éhantillon 2 obtenue par l'ACP. Les va-riables testées sont le nombre d'oeufs pondus par jour en fontion du jour de ponte.
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176 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.
omposante prinipale % variane % umulé1 0.47 0.472 0.28 0.753 0.13 0.884 0.08 0.965 0.03 0.996 0.01 1.007 0.00 1.008 0.00 1.009 0.00 1.00Tab. 11.7: Composantes prinipales alulées par l'ACP pour l'éhantillon 2. Les 4premières omposantes représentent 96% de l'information (olonne % umulé).

ourbe J1 J2 J3 J4 J5 J6noire -7.3089 -8.6609 -7.78889 -5.1788 -4.35604 -3.84220bleue 10.9521 -1.9529 2.86272 -2.3775 -3.02299 -1.10411verte -7.3544 12.5880 -1.44313 0.1235 0.24861 0.96310rose 2.7341 0.7568 -0.56934 10.3972 9.31201 4.70850rouge -2.1559 -0.7968 9.84008 -0.6104 0.48847 0.92315ourbe J7 J8 J9 durée totalnoire -0.84713 -1.23410 -0.54508 -7.43856 -12.8328bleue -1.65837 -1.51095 1.18903 0.67956 4.7201verte 0.81782 2.27388 -0.42831 1.70376 1.3393rose 1.67368 -0.49879 -0.38110 4.82404 6.4711rouge 1.21694 2.30978 -0.28261 2.17260 1.6478Tab. 11.8: Calul des valeurs tests pour les 5 lasses de ponte identi�ées par le lasse-ment hiérarhique asendant pour l'éhantillon 2. Les variables J1 à J9 sont les jours deponte, la variable "durée" est la durée moyenne en jours de ponte et la variable "totale"est le nombre d'oeufs moyen pondus par femelle. Les ouleurs orrespondent aux ourbesde la �gure 11.1 de l'éhantillon 2.
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11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 177ourbe hardonnay hasselas gewürtztraminer grenahe lambrusquenoire 11(16.92) 10 (15.38) 5 (7.69) 6(9.23) 5 ( 7.69)bleue 19 (16.24) 8 (6.84) 10 (8.55) 11 (9.40) 20( 17.09 )verte 4 (9.09) 4 (9.09) 6 (13.64) 3 (6.82) 5 (11.36)rose 3 (8.33) 10 (27.78) 7 (19.44) 3 (8.33) 3 (8.33)rouge 5 (23.81) 1 (4.76) 0 (0) 3 (14.29) 2 (9.52)ourbe merlot pinot noir rieslingnoire 10(15.38) 10 (15.38) 8 (12.31)bleue 15(12.82 ) 15 (12.82 ) 19 (16.24)verte 6 (13.64) 12 (27.27) 4 (9.09)rose 9 (25) 1 (2.78) 0 (0)rouge 2 (9.52) 5 (23.81) 3 (14.29)Tab. 11.9: Répartition des femelles en nombre d'individus (pourentage) d'une lassede ponte en fontion de son alimentation. Les ouleurs orrespondent aux ourbes de la�gure 11.1 de l'éhantillon 2.Ehantillon 3. variables v1 v2 v3 v4 v5 v6J1 0.99 -0.06 -0.10 0.02 0.00 0.00J2 0.30 0.40 0.84 0.20 -0.04 0.00J3 0.08 0.93 -0.19 -0.30 -0.04 0.01J4 -0.14 0.47 -0.39 0.78 -0.02 -0.04J5 0.05 0.34 0.11 -0.04 0.93 -0.10J6 0.11 0.07 -0.10 0.50 0.34 0.78Tab. 11.10: Corrélation des variables pour l'éhantillon 23obtenue par l'ACP. Les va-riables testées sont le nombre d'oeufs pondus par jour en fontion du jour de ponte.te
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178 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.omposante prinipale % variane % umulé1 0.48 0.482 0.23 0.713 0.15 0.864 0.10 0.965 0.03 0.996 0.01 1.007 0.00 1.00Tab. 11.11: Composantes prinipales alulées par l'ACP pour l'éhantillon 3. Les 4premières omposantes représentent 96% de l'information (olonne % umulé).lasse hasselas gammay gewürtztraminer grenahe pinot noir rieslingnoire 11 (8.40 ) 7( 5.34 ) 12 ( 9.16) 6 ( 4.58) 7(5.34) 6 ( 4.58bleue 11 (34.38) 1 (3.13) 8 (25.00) 4 (12.50) 6(18.75) 2 (6.25)verte 3 (2.29) 1 (0.76) 6 ( 4.58) 3 ( 2.29) 0 3(2.29)rose 2 (1.53) 1(0.76) 1 ( 0.76) 1 ( 0.76) 3 (2.29) 1(0.76)rouge 8 (6.11) 5 (3.82) 4 ( 3.05) 3 (2.29) 4 (3.05) 1 (0.76)Tab. 11.12: Répartition des femelles en nombre d'individus (pourentage) d'une lassede ponte en fontion de son alimentation. Les ouleurs orrespondent aux ourbes de la�gure 11.1 de l'éhantillon 3.
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11.1 Caratérisation de la dynamique de ponte. 179

Fig. 11.3: Résultat du lassement hiérarhique asendant où sur l'axe des ordonnées estrépartit 131 femelles. On oupe l'arbre à 0,06, soit 5 lasses de ponte.
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180 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.11.2 Étude de l'impat de sénarios limatiques sur la dynamiquede ponte.Dans e paragraphe, on étudie ave le modèle Lobesia botrana l'impat de fateurs lima-tiques et/ou environnementaux sur la dynamique de ponte. Pour ela, on simule sur plusieursgénérations la dynamique temporelle des populations pour observer les onséquenes d'une oude plusieurs perturbations qui se sont produites pendant la ponte des femelles de première gé-nération. On hoisit de perturber la dynamique de ponte sur 5 jours de suite ou 2 fois 2,5 joursavant, pendant ou après le pi de ponte. On propose 4 sénariis qui sont illustrés sur la �gure11.4.
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Fig. 11.4: Distributions temporelles, en nombre d'individus, de la ponte de femellessoumises à des perturbations avant (a), pendant (b), avant et après () et après (d) lepi de ponte. Courbe noire : les femelles pondent sans arrêt. Courbe bleue : les femellesbloquent la ponte pendant les perturbations et la reprennent après.Pour haun des sénariis, on suppose que les femelles en état de pondre ont deux options : ellespondent leurs oeufs ou elles bloquent la ponte pendant les jours perturbés. La dynamique deponte ressemble dans la première situation à la ourbe noire de la �gure 11.4. La ourbe bleueorrespond à la dynamique de ponte des femelles qui hoisissent la deuxième option.
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11.2 Étude de l'impat de sénarios limatiques sur la dynamique de ponte. 181Les hypothèses biologiques.On hoisit une population de 100 hrysalides dont la di�érene en âge atteint environ 20 jours. Lesfemelles représentent 51% de ette population et émergent 3 jours après les mâles. Elles adoptentdes omportements de ponte di�érents, en partiulier eux d'une population de femelles sauvagesalimentées sur baies de raisin. Statistiquement, on a déterminé 5 omportements de ponte pourette population (voir paragraphe préédent) dont leur représentation graphique est donnée surla �gure 11.5 (b). La durée de la ponte et la féondité varient en fontion du omportementde ponte de la femelle, elles sont préisées dans le tableau 11.13. La répartition des 51 femellessur les 5 lasses de ponte sont respetivement de 37% pour la dynamique noire, 24% pour ladynamique bleue, 12% pour la dynamique verte, 19% pour la dynamique bleue laire, et 7%pour la dynamique rouge. (a) (b)
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Temps (jours)Fig. 11.5: (a) : Simulations de la dynamique temporelle de ponte, en nombre d'oeufs,de 51 femelles en fontion de leur omportement de ponte. (b) : 5 omportements deponte d'une population de femelles sauvages alimentées en baies de raisin déterminésstatistiquement. ourbe noire bleue verte bleue laire rougeDurée de la ponte (j) 4 4 5 5 6féondité (nb oeufs) 43 10 47 65 51Tab. 11.13: Durée de la ponte et féondité des 5 omportements de ponte déterminéesstatistiquement sur un éhantillon de femelles sauvages alimentées en baies de raisin.Les ouleurs orrespondent aux dynamiques de ponte dessinées sur la �gure 11.5.Pour les nouvelles générations d'Eudémis, on suppose que le limat est onstant et favorable audéveloppement de l'insete. La durée de développement larvaire, les di�érenes de roissane (15jours pour les mâles et 10 jours les femelles) et le sex ratio (51% de femelles et 49% de mâles) sonteux mesurées sur une population alimentée en hasselas (Thiéry et al., 2006). En�n, on supposeque les femelles ne sont pas toutes aouplées dès lors qu'elles sont 8 fois plus nombreuses queles mâles (Torres-Vila, 1999). En partiulier, les femelles émergeant après les derniers mâles ontune féondité plus faible que les femelles émergeant en même temps que les mâles.
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182 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.11.2.1 Résultats et onlusion.Les �gures 11.6 et 11.7 représentent les simulations de la dynamique temporelle d'émergenedes femelles de la troisième génération. La ourbe noire est obtenue ave des femelles soumisesà un environnement favorable au développement de la population. La ourbe bleue est obtenueen perturbant pendant 5 jours la ponte des femelles de première génération. Les simulationsdessinées sur les graphes de gauhe résultent d'un hoix des femelles qui est elui de pondrependant les perturbations. Les dynamiques temporelles d'émergene traées sur les graphes dedroite de la feuille sont les onséquenes d'un hoix des femelles qui est elui de bloquer la pontependant les perturbations et de la reprendre après.Les femelles hoisissent de pondre pendant les perturbations.La durée de la dynamique d'émergene des femelles de la G3 est raourie d'au plus 5 joursquand les perturbations ont lieu avant ou après le pi de ponte des femelles de G1. Cette duréen'est pas modi�ée quand les perturbations ont lieu pendant ou 2,5 jours avant et après le pi deponte. Des perturbations pendant 5 jours au moment de la ponte des femelles ou pendant 2 fois2,5 jours avant et après le pi de ponte a�ete le nombre de femelles partiipant à la dynamiquede vol de la G3. Ce nombre ne varie presque pas si les perturbations ont eu lieu avant ou aprèsle pi de ponte.Les femelles hoisissent de pondre après les perturbations.La durée de la dynamique d'émergene des femelles de la G3 est allongée du même nombrede jours que elui des perturbations dans haun des sénariis testés. Le nombre d'individusaugmente lorsque les femelles reportent leur ponte ar l'aouplement entre les mâles et femellesest plus important surtout en �n de dynamique d'émergene des deux populations.Conlusion.Des fateurs de mortalité omme par exemple un traitement phytosanitaire ou des prédateursd'oeufs atifs pendant 5 jours de suite au moment de la dynamique de ponte ou pendant 2 fois 2,5jours avant et après le pi de ponte font huter la taille de la population Eudémis. Des fateurslimatiques omme par exemple la pluie, l'orage ou des températures froides présents durant 5jours avant ou pendant la ponte des femelles augmentent le nombre d'individus au ours desgénérations et allongent dans le temps la dynamique des populations. Ces sénariis peuvent seproduire au printemps après la période de diapause ou pendant les yles de l'insete pendantl'été.L'étude de l'impat de sénarios limatiques sur la dynamique de ponte est transposable àd'autres dynamiques de l'Eudémis. Par exemple, la dynamique d'élosion peut être perturbéepar des fateurs de mortalité omme un temps se ou des fateurs d'étalement omme la tempé-rature. Dans e as, la dynamique des populations des générations suivantes ressembleront auxdynamiques simulées présentées dans e paragraphe.
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11.2 Étude de l'impat de sénarios limatiques sur la dynamique de ponte. 183
Perturbations pendant 5 jours avant le pi de ponte
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Perturbations pendant 5 jours pendant le pi de ponte
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Temps (jours)Fig. 11.6: Dynamiques temporelles d'émergene des femelles de la troisième générationsimulées par le modèle Lobesia botrana. Courbe noire : les femelles de première géné-ration n'ont subis auune perturbation. Courbes bleue : les femelles ont été soumises àdes perturbations.
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184 Étude de la dynamique de ponte hez l'Eudémis de la vigne.
Perturbations pendant 2,5 jours avant et après le pi de ponte
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Perturbations pendant 5 jours après le pi de ponte
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Temps (jours)Fig. 11.7: Dynamiques temporelles d'émergene des femelles de la troisième générationsimulées par le modèle Lobesia botrana. Courbe noire : les femelles de première géné-ration n'ont subis auune perturbation. Courbes bleue : les femelles ont été soumises àdes perturbations.
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Quatrième partieContr�le des populations d'Eudémis dela vigne.
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187On s'intéresse dans ette partie au ontr�le des populations d'Eudémis de la vigne. Lesmoyens de lutte utilisés ontre et insete sont par exemple les produits phytosanitaires, laonfusion sexuelle et la toxine BT. Le mode de fontionnement de es méthodes est détaillé dansle hapitre 1 de ette thèse. Les insetiides sont utilisés pour tuer les oeufs à haque générationet les larves de deuxième génération ar la henille est plus failement aessible ontrairementen première génération où elle est ahée dans son oon de soie. La durée de vie de es pro-duits himiques est d'environ 4 à 5 semaines. En G1, le produit le plus e�ae pour réduireles populations d'Eudémis est la toxine BT. La fenêtre d'ation de e produit est plus ourteque les produits phytosanitaires obligeant ainsi à optimiser la période d'appliation. Le meilleurpositionnement de e produit est juste avant l'élosion des larves, 'est à dire pendant le stade"tête noire" du développement de l'oeuf. Une troisième méthode est utilisée par les vitiulteurspour réduire la population de et insete, 'est la onfusion sexuelle. Cet outil sert à perturber larenontre entre le mâle et la femelle, diminuant ainsi le nombre de femelles féondées. Ce moyende lutte peut être appliqué sur toute la saison mais s'est avéré plus e�ae en G3 ontrairementaux produits phytosanitaires (Friedrih et al., 2002).Dans ette partie, on modélise es di�érents moyens de lutte dans le modèle Lobesia botrana a�nde déterminer la meilleure fenêtre temporelle pour l'appliation de es produits. Bien que la iblevisée n'est pas la même pour toutes es méthodes, l'objetif onsiste à réduire la population delarves. Soit v le moyen utilisé pour réduire la population larvaire. On herhe alors à déterminer
v le ontr�le de la population tel que son impat sur la taille de ette population larvaire soite�ae dans le temps et tel que la quantité de produit utilisée est optimale.On hoisit de struturer la population selon les stades oeuf, larve et femelle. Le r�le des mâlesdans le taux d'aouplement est négligé dans ette partie. On suppose que ette populationd'Eudémis est loalisée sur une même parelle et qu'elle ne se mélange pas à d'autres populationsvenant de parelles voisines. Les variations limatiques sont onstantes sur toute la saison et nemodi�ent pas le omportement dans le temps de la population. Le modèle dérivant la dynamiquetemporelle de ette population dans et environnement est











∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a)−me(a)ue(t, a), t > 0 a ∈ [0, Le],
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a) −ml(a)ul(t, a), t > 0 a ∈ [0, Ll],
∂uf

∂t (t, a) + ∂uf

∂a (t, a) = −mf (a)uf (t, a), t > 0 a ∈ [0, Lf ],

(11.1)où ue, ul et uf sont les densités d'individus des stades de développement oeuf, larve et femelle. Lesfontions βe et βl sont le taux d'élosion et le taux d'émergene en fontion de l'âge de l'insete.Les fontions mk pour k égal à e, l, f sont les taux de mortalité des stades de développementoeuf, larve et femelle en fontion de l'âge de l'insete. Les onditions de renouvellement de estrois équations sont données par














ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (a)uf (t, a)da, t > 0,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(a)ue(t, a)da, t > 0,

uf (t, 0) =
∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da, t > 0,

(11.2)où βf modélise le taux de ponte moyen en fontion de l'âge de la femelle. Les données initialessont égales à
uk(0, a) = uk

0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l, f (11.3)Ls hypothèses faites sur les fontions démographiques onstituant le modèle sont les suivantes
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188H 13 Les fontions βe(a) et βl(a) sont bornées, non négatives par rapport à la variable âge.H 14 Le taux de ponte βf (a) est borné, non négatif par rapport à la variable âge.H 15 Les fontions de mortalité mk(a), pour k égal à e, l, f,m sont non négatives et loalementintégrables par rapport à la variable âge,
∫ Lk

0
mk(a)da = +∞, k = e, l, f.H 16 Les données initiales uk

0, pour k égal à e, l, f,m sont non négatives et dans l'espae
L2([0, Lk]).Les problèmes de ontr�le abordés dans les hapitres suivants sont le ontr�le des populationsEudémis à partir d'un traitement phytosanitaire appliqué sur les oeufs ou les larves et le ontr�ledes populations Eudémis à partir de la onfusion sexuelle des papillons. Deux problèmes sontétudiés dans le ontr�le des populations ave des produits himiques. Ces problèmes di�èrent parrapport au positionnement des produits pendant le yle de développement de l'insete.
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Chapitre 12Contr�le des populations Eudémis àpartir des pontes.On modélise le ontr�le de la population larvaire à partir de produits phytosanitaires du typeoviides. Le meilleur positionnement de es produits est au moment de la ponte des oeufs. Ladynamique de ponte est modélisée dans le système (11.1)-(11.2)-(11.3) par l'équation
ue(t, 0) =

∫ Lf

0
βf (a)uf (t, a)da, t > 0,Le nombre d'oeufs pondus par unité de temps t est modi�é quand la population oeuf est soumiseà un traitement phytosanitaire appliqué pendant la ponte des femelles et devient

ue(t, 0) =

∫ Lf

0
βf (a)uf (t, a)da− v(t), t > 0,Plus la fontion v est importante, plus la population oeuf et don larvaire diminue. L'unité duontr�le v est le nombre d'individus oeufs tués par unité de temps t.12.1 Formulation et résolution du problème de ontr�le.On alule v à partir du problème de minimisation suivant

[P7] =























































































































Minv∈K

[

η
∫ T
0 v2(t)dt + µ

∫ T
0

(

∫ Ll

0 ul(t, a)da
)2
dt

]

,où ul est solution du système (12.1) suivant










∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a)−me(a)ue(t, a), a ∈ [0, Le]
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a)−ml(a)ul(t, a), a ∈ [0, Ll]
∂uf

∂t (t, a) + ∂uf

∂a (t, a) = −mf (a)uf (t, a), a ∈ [0, Lf ]















ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (a)uf (t, a)da− v(t), t > 0

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(a)ue(t, a)da, t > 0

uf (t, 0) =
∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da, t > 0

uk(0, a) = uk
0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l, f

(12.1)

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



190 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.Les onstantes η et µ sont prises inférieures ou égales à 1. Si l'objetif est de tuer les henillessans ontraintes sur la quantité de produits himiques utilisés alors on étudie le problème [P7]ave η égal à la valeur nulle. Dans e as, le ontr�le est égal à
v(t) =

∫ Lf

0
βf (a)uf (t, a)da.A l'inverse, si l'objetif est de diminuer le nombre de larves sur la parelle en optimisant laquantité d'intrants phytosanitaire alors on étudie le problème [P7] ave η et µ sont non nuls. Ledomaine K est l'ensemble des solutions admissibles dé�nit par

K = {g(t) ∈ L∞([0, T ]), 0 ≤ g ≤ ḡ},où T est hoisit grand. On note J (v) la fontion oût du problème [P7].Théorème 18 Le problème [P7] admet au moins un optimum.Preuve : Soit d la borne inférieure de la fontion oût J (v) et soit {vn}, où n est un entier nonnul, une suite minimisante de l'espae K telle que
d < J (vn) ≤ d+

1

n
. (12.2)La fontion oût au point {vn} est égale à

J (vn) = η

∫ T

0
v2
n(t)dt + µ

∫ T

0
(

∫ Ll

0
ul

n(t, a)da)2dt,où la densité ul
n est obtenue, pour tous a dans l'intervalle [0, Ll] et t dans l'intervalle [0, T ], enrésolvant le système (12.1) par la méthode des aratéristiques ave v égal à vn.La suite {vn} est bornée dans l'espae L2([0, T ]), par onséquent elle admet une sous suite, notée

{vnk
}k, qui onverge faiblement vers la limite v∗ dans l'espae L2([0, T ]). D'après le théorème 1,le système (12.1) admet une unique solution qui est donnée par

uj
nk

(t, a) =

{

u
j
0(a− t)e

−
R t

0
βj(s)ds, a > t

uj(t− a, 0)e−
R a

0 βj(s)ds, a ≤ t,pour j = e, l, f . Sous les hypothèses (H 13)-(H 14)-(H 15)-(H 16), les suites ue
nk
, ul

nk
et uf

nk
sontbornées dans respetivement l'espae L2([0, Lj ]×[0, T ]) pour j égal à e, l, f . On peut alors extrairede es suites une sous suite, notée respetivement {ũe

nk
}k, {ũl

nk
}k et {ũf

nk
}k qui onvergentfaiblement vers les limites respetives ue

∗ , ul
∗ et uf

∗ sur L2([0, Lj ] × [0, T ]) pour j égal à e, l, f .Les populations totales oeuf, larve et papillon données par
P j

nk
(t) =

∫ Lj

0
ũj

nk
(t, s)ds, j = e, l, f,sont bornées. Le alul de la dérivée des populations totales est donné en intégrant la premièreéquation de (12.1) sur le domaine [0, T ]×[0, Le], la deuxième équation sur le domaine [0, T ]×[0, Ll ]et la troisième équation sur le domaine [0, T ]× [0, Lf ], on obtient

∂tP
e
nk

(t) =

∫ Lf

0
βf (s)ũf

nk
(t, s)ds − v(t) −

∫ Le

0
βe(s)ũe

nk
(t, s)ds−

∫ Le

0
me(s)ũe

nk
(t, s)ds,

∂tP
l
nk

(t) =

∫ Le

0
βe(s)ũe

nk
(t, s)ds −

∫ Ll

0
βl(s)ũl

nk
(t, s)ds−

∫ Ll

0
ml(s)ũl

nk
(t, s)ds,

∂tP
f
nk

(t) =

∫ Ll

0
βl(s)ũl

nk
(t, s)ds −

∫ Lf

0
mf (s)ũf

nk
(t, s)ds,
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12.1 Formulation et résolution du problème de ontr�le. 191on majore les termes négatifs de es équations pour avoir les inégalités suivantes
∂tP

e
nk

(t) ≤

∫ Le

0
βf (s)ũf

nk
(t, s)ds,

∂tP
l
nk

(t) ≤

∫ Le

0
βe(s)ũe

nk
(t, s)ds,

∂tP
f
nk

(t) ≤

∫ Ll

0
βl(s)ũl

nk
(t, s)ds.Ces suites sont bornées. On déduit alors que les fontions P e

nk
, P l

nk
et P f

nk
onvergent uniformé-ment vers respetivement P e

∗ , P l
∗, P f

∗ . Par uniité de la limite, on déduit que
P l
∗ =

∫ Ll

0
ul
∗(t, s)ds.On onlut alors la preuve par

J (vnk
) = η

∫ T

0
(vnk

)2(t)dt + µ

∫ T

0
(P̃ l

nk
(t))2dt

−−−−→
k→+∞

η

∫ T

0
(v∗)2(t)dt + µ

∫ T

0
(P l

∗(t))
2dt = J (v∗) = d. �On résout le problème d'optimisation [P7] en étudiant la fontion Lagrangienne. On formule ettefontion en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les onditions aux limites de (12.1)dans la fontion oût via l'utilisation de multipliateurs de Lagrange. Soient p et h les variablesde Lagrange. Le premier veteur p est égal à (pe, pl, pf ) et le seond veteur est égal à (he, hl,

hf ). On note S le veteur (v, p, h), le Lagrangien s'érit en e point
L(S) = J (v) +

∫ T

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue +me(a)ue] pe(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul +ml(a)ul
]

pl(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Lf

0

[

∂tu
f + ∂au

f +mf (a)uf
]

pf (t, a)dadt

+

∫ T

0

[

ue(t, 0) + v(t)−

∫ Lf

0
βf (s)uf (t, s)ds

]

he(t)dt

+

∫ T

0

[

ul(t, 0) −

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

hl(t)dt

+

∫ T

0

[

uf (t, 0) −

∫ Ll

0
βl(s)ul(t, s)ds

]

hf (t)dtLe veteur S∗ est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fontion Lagrangienneest nul à l'optimum.La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p à l'optimum S∗ donne le problème d'évo-lution (12.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les onditions derenouvellement de haque densité uk, pour k égal à e, l, f . Le problème adjoint s'obtient en
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192 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.dérivant le Lagrangien au point S∗ par rapport aux densités ue, ul et uf et s'érit






























































− ∂
∂tp

e(t, a)− ∂
∂ap

e(t, a) + βe(a)pe(t, a) +me(a)pe(t, a) = pl(t, 0)βe(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp
l(t, a)− ∂ap

l(t, a) + βl(a)pl(t, a) +ml(a)pl(t, a) = βl(a)pf (t, 0)

−2µ
∫ Ll

0 ul(t, a)da, a ∈ [0, Ll],

−∂tp
f − ∂ap

f +mf (a)pf (t, a) = βf (a)pe(t, 0), a ∈ [0, Lf ],

pe(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

pl(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

pf (T, a) = 0, a ∈ [0, Lf ],

pe(t, Le) = pl(t, Ll) = pf (t, Lf ) = 0.

(12.3)
où t est dé�nit dans l'intervalle [0, T ]. Par la méthode des aratéristiques, les équations de esystème admettent une solution.Théorème 19 Sous les hypothèses (H 13)- (H 14)- (H 15), et ∫ Ll

0 ul(t, a)da ≥ 0, le système(12.3) admet une unique solution (pe, pl, pf ) où haque fontion pk est dans l'espae L2([0, T ]×
[0, Lk]) pour k égal à e, l, f .Preuve : Soit λ une onstante positive. Introduisons le hangement de variables

pe(t, a) = eλtp̃e(t, a), pl(t, a) = eλtp̃l(t, a), pf (t, a) = eλtp̃f (t, a). (12.4)On onsidère maintenant le système






























































− ∂
∂t p̃

e(t, a)− ∂
∂a p̃

e(t, a) + βe(a)p̃e(a, t) +me(a)p̃e(a, t) + λp̃e(t, a) = βe(a)φ(t), a ∈ [0, Le],

−∂tp̃
l(t, a)− ∂ap̃

l(t, a) + βl(a)p̃l(t, a) +ml(a)p̃l(t, a) + λp̃l(t, a) = βl(a)p̃f (t, 0)

−2µ
∫ Ll

0 ul(t, a)da, a ∈ [0, Ll],

−∂tp̃
f − ∂ap̃

f +mf (a)p̃f (t, a) + λp̃f (t, a) = βf (a)p̃e(t, 0), a ∈ [0, Lf ],

p̃e(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

p̃l(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

p̃f (T, a) = 0, , a ∈ [0, Lf ],

p̃e(t, Le) = p̃l(t, Ll) = p̃f (t, Lf ) = 0.

(12.5)
pour t dé�nit dans l'intervalle [0, T ]. La fontion φ est dé�nie dans l'espae L2([0, T ]). Par laméthode des aratéristiques, e système admet une solution (p̃e, p̃l, p̃f ).Lemme 17 Soit l'appliation ∧ dé�nie par :

∧ : L2([0, T ])→ L2([0, T ])

φ→ p̂l(t, 0)où p̃l(t, 0) est l'unique solution de (12.5). Si λ satisfait la relation
λ > 2

(

∫ Ll

0
(βl(a))2da

∫ Lf

0
(βf (a))2da

∫ Le

0
(βe(a))2da

)1/3

,alors ∧ est ontratante .
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12.1 Formulation et résolution du problème de ontr�le. 193Si λ véri�e la ondition du lemme 17, alors le problème (12.5) admet une unique solution. Al'aide du hangement de variable (12.4), on montre que le problème initial (12.3) admet uneunique solution.Preuve du lemme : Soient φ1 et φ2 des fontions de l'espae L2([0, T ]) satisfant le problème(12.5). On pose
φ(t) = φ1(t)− φ2(t) et p̃k(t, a) = p̃k

1(t, a)− p̃
k
2(t, a), a ∈ [0, Lk], t ∈ [0, T ], k = e, l, f.Ces fontions véri�ent le système suivant



















































− ∂
∂t p̃

e(t, a)− ∂
∂a p̃

e(t, a) + βe(a)p̃e(a, t) +me(a)p̃e(a, t) + λp̃e(t, a) = φ(t)βe(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp̃
l(t, a)− ∂ap̃

l(t, a) +ml(a)p̃l(t, a) + βl(a)p̃l(t, a) + λp̃l(t, a) = βl(a)p̃f (t, 0), a ∈ [0, Ll],

−∂tp̃
f − ∂ap̃

f +mf (a)p̃f (t, a) + λp̃f (t, a) = βf (a)p̃e(t, 0), a ∈ [0, Lf ],

p̃e(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

p̃l(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

p̃f (T, a) = 0, a ∈ [0, Lf ],

p̃e(t, Le) = p̃l(t, Ll) = p̃f (t, Lf ) = 0,pour t appartenant à l'intervalle [0, T ]. On multiplie la première équation de e système par p̃e,puis on intègre sur le domaine [0, T ] × [0, Le]. De la même façon, la deuxième et la troisièmeéquation sont respetivement multipliées par p̃l et p̃f puis intégrées sur le domaine [0, T ]× [0, Lk ]pour k égal à l, f . Après simpli�ations, on a
1

2

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt+ λ

∫ T

0

∫ Le

0
(p̃e(t, a))2dadt ≤

∫ T

0

∫ Le

0
φ(t, 0)βe(a)p̃e(t, a)dadt,

1

2

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt+ λ

∫ T

0

∫ Ll

0
(p̃l(t, a))2dadt ≤

∫ T

0

∫ Ll

0
βl(a)p̃f (t, 0)p̃l(t, a)dadt, (12.6)

1

2

∫ T

0
(p̃f (t, 0))2dt+ λ

∫ T

0

∫ Lf

0
(p̃f (t, a))2dadt ≤

∫ T

0

∫ Lf

0
βf (a)p̃e(t, 0)p̃f (t, a)dadt.On applique l'inégalité de Young sur les termes à droite de es inégalités

∫ T

0

∫ Le

0
φ(t, 0)βe(a)p̃e(t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Le

0
(βe(a))2da

∫ Le

0
(p̃e(t, a))2dadt +

1

2ǫ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt,

∫ T

0

∫ Ll

0
βl(a)p̃f (t, 0)p̃l(t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Ll

0
(βe(a))2da

∫ Le

0
(p̃l(t, a))2dadt +

1

2ǫ

∫ T

0
(p̃f (t, 0))2dt,

∫ T

0

∫ Lf

0
βf (a)p̃e(t, 0)p̃f (t, a)dadt ≤

ǫ

2

∫ T

0

∫ Lf

0
(βf (a))2da

∫ Lf

0
(p̃f (t, a))2dadt +

1

2ǫ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt,où ǫ est une onstante positive. Pour ǫ = λ

2 , le système (12.6) devient
∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt ≤ 2

‖βe‖2L2([0,Le]

λ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt

1

2

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤

‖βl‖2
L2([0,Ll]

λ

∫ T

0
(p̃f (t, 0))2dt

∫ T

0
(p̃f (t, 0))2dt ≤ 2

‖βf‖2
L2([0,Lf ]

λ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt
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194 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.Le terme à droite de la deuxième inégalité a un majorant qui est donné par la dernière inégalité,on déduit alors
∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt ≤ 2

‖βe‖2L2([0,Le]

λ

∫ T

0
φ2(t, 0)dt,

1

2

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤ 2

‖βl‖2
L2([0,Ll]

λ

‖βf‖2
L2([0,Lf ]

λ

∫ T

0
(p̃e(t, 0))2dt.En injetant la première inégalité dans la seonde on obtient une estimation sur la norme L2 dela fontion p̃l à l'âge 0 qui est

∫ T

0
(p̃l(t, 0))2dt ≤ K

∫ T

0
φ2(t, 0)dtoù K = 8

‖βe‖2
L2([0,Le]

‖βl‖2
L2([0,Ll]

‖βf‖2
L2([0,Lf ]

λ3 . En posant
λ > 2

(

‖βe‖2L2([0,Le]‖β
l‖2L2([0,Ll]‖β

f‖2L2([0,Lf ]

)1/3on montre que l'appliation ∧ est ontratante. �La dérivée du Lagrangien par rapport au ontr�le v est donnée par
<
∂L

∂v
, k >L2([0,T ]) =

∫ T

0
[2ηv(t) + pe(t, 0)] k(t)dtpour toute fontion k dans L2([0, T ]). L'optimum du problème [P7] véri�e la relation

2ηv∗(t) = −pe
∗(t, 0),où pe

∗(t, 0) dépend des fontions pl
∗(t, 0) et pf

∗(t, 0). Ces fontions sont obtenues en résolvant lesystème (12.5) par la méthode des aratéristiques et sont données par
pe
∗(t, a) =

{

∫ T
t βe(a)pl

∗(s, 0)e
−

R s

t
(βe(τ)+me(τ))dτds, a > t,

∫ Le

a βe(s)pl
∗(t, 0)e

−
R s

a
(βe(τ)+me(τ))dτds, a ≤ t,

pl
∗(t, a) =







∫ T
t

[

βl(a)pf
∗ (s, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(s, x)dx
]

e−
R s

t
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a > t,

∫ Ll

a

[

βl(s)pf
∗(t, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(t, x)dx
]

e−
R s

a
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a ≤ t,

pf
∗(t, a) =

{

∫ T
t βf (a)pe

∗(s, 0)e
−

R s

t
mf (τ)dτds, a > t,

∫ Lf

a βf (s)pe
∗(t, 0)e

−
R s

a
mf (τ)dτds, a ≤ t,pour tous t dans l'intervalle [0, T ]. Ces fontions ne dépendent pas du ontr�le v.12.2 Étude numérique du problème de ontr�le.Dans e paragraphe, on herhe une solution numérique au problème d'estimation [P7]. Pourela, on hoisit d'approher e problème sur le maillage dé�nit au hapitre 5. Pour simpli�er, ondénote L l'âge maximal de vie de tous les stades de développement. On disrétise l'intervalle desâges en Na + 1 points tel que

[0, L] = Ui[ai− 1
2
, ai+ 1

2
[, i = 0,Na
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12.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 195où ∆a est le pas de disrétisation en âge et les mailles ai+ 1
2
sont alulées par

ai− 1
2

= (i−
1

2
)∆a, i = 1,Na − 1.L'intervalle en temps est disrétisé en Nt + 1 points tel que

tn = n∆t, n = 0,Nt,où ∆t est le pas de disrétisation en temps. Le système aux dérivées partielles donné dans (12.1)est approhé par un shéma aux volumes �nis (VF)
u

e,n+1
i =

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i + ∆tme

i

,

u
l,n+1
i =

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i + ∆tml

i

, (12.7)
u

f,n+1
i =

u
f,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

f,n
i−1

1 + ∆tmf
i

,pour i allant de 1 à Na et pour n allant de 0 à Nt. Les onditions aux limites du système (12.1)sont approhées par
u

e,n
0 = ∆a

Na
∑

i=1

β
f
i u

f,n
i − vn,

u
l,n
0 = ∆a

Na
∑

i=1

βe
i u

e,n
i , (12.8)

u
f,n
0 = ∆a

Na
∑

i=1

βl
iu

l,n
i ,pour n = allant de 0 à Nt. La donnée initiale est approhée pour haque stade par

u
k,0
i =

1

∆a

∫

Ci

uk
0(a)da, , i = 1,Na, k = e, l, f (12.9)où Ci est égal à [ai− 1

2
, ai+ 1

2
[ pour tous i. La fontion oût s'érit sur e maillage

Minv∆
{J∆(v∆) = η∆t

Nt
∑

n=0

(vn)2 + µ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i

]2

}où ul,n
i pour i = 1, Na et n > 0 est alulé par le shéma VF. On note uk

∆ la fontion égale à ul,n
ilorsque a ∈ Ci et t ∈ [tn, tn+1[ pour tous les âges i = 1,Na et n > 0. Le ontr�le est un veteurde taille Nt + 1 que l'on note v∆. On herhe alors le veteur v∆ dans l'espae des solutions

K∆ = {v(t) = vn, t ∈ [tn, tn+1[, 0 ≤ vn ≤ v̄, n = 0,Nt}qui est l'approximation de l'espae des fontions K. La solution doit satisfaire le problème deminimisation suivant :
[P7]∆











J∆(v∆) = Ming∆∈K∆
J∆(g∆)où ul,n

∆ est donnée par (12.7)-(12.8)-(12.9)
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196 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.Pour prouver l'existene de solutions à e problème, on a besoin de montrer la ontinuité desdensités uk
∆ pour k égal à e, l, f par rapport au ontr�le v∆. On pose alors ṽ∆ et v∆ deux fontionsde K∆. Mais aussi ũk

∆ et uk
∆ les solutions orrespondantes aux équations assoiées au stade kave respetivement ṽ∆ et v∆.Lemme 18 Il existe une onstante C positive telle que

‖ũk,n
∆ − uk,n

∆ ‖l1 ≤ Ck‖ṽ∆ − v∆‖∞, n > 0, k = e, l, foù ‖.‖l1 est la norme disrète de l'espae l1([0, L]) et ‖.‖∞ est la norme disrète de l'espae
l∞([0, T ]).preuve : On pose

ǫ = ‖ṽ∆ − v∆‖∞, β∞ = sup
k
‖βk

∆‖∞, k = e, l, f.Sous la ondition de CFL, la norme disrète l1 de la di�érene entre les densités ũk et uk àl'instant n est donnée par
Na
∑

i=1

|ũk,n+1
i − uk,n+1

i | ≤
Na
∑

i=1

|ũk,n
i − uk,n

i |+
∆t

∆a
|ũk,n

0 − uk,n
0 |

+ ∆t

Na
∑

i=1

|βk
i ||ũ

k,n+1
i − uk,n+1

i |, k = e, l, f.On note
δk,n =

Na
∑

i=1

|ũk,n
i − uk,n

i |, k = e, l, ftel que
δk,n+1 ≤ δk,n +

∆t

∆a
|ũk,n

0 − uk,n
0 |+ ∆tβ∞δ

k,n+1, k = e, l, f.où β∞ est la borne supérieures de tous les βk
∞ pour k égal à e, l, f . L'expression des densités àla maille 0 varie en fontion de l'indie k. En remplaçant par les équations (12.8), on a

δe,n+1 ≤ δe,n + ∆tβ∞δ
f,n + ǫ+ ∆tβ∞δ

e,n+1 (12.10)
δl,n+1 ≤ δl,n + ∆tβ∞δ

e,n + ∆tβ∞δ
l,n+1 (12.11)

δf,n+1 ≤ δf,n + ∆tβ∞δ
l,n (12.12)Au rang 0, on montre failement la relation pour k = e ar ũk

0 est égal à uk
0 pour tous k égal à

e, l, f

δe,1 ≤ ceǫ, ce =
1

1−∆tβ∞On ne peut pas montrer ette relation pour les indies k = l, f ar à l'instant initial le ontr�le
v∆ (et par onséquent ṽ∆) n'intervient que sur la densité du stade oeuf. On obtient une relationpour k = l lorsque n est égal à 1

δl,2 ≤ clǫ, cl =
∆tβ∞

(1−∆tβ∞)2
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12.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 197et à l'instant n = 3 pour le stade adulte k = f

δf,3 ≤ cf ǫ, cf =

(

∆tβ∞
1−∆tβ∞

)2

,On suppose que es relations sont vraies jusqu'au rang n
δe,n ≤ c1ǫ, δl,n ≤ c2ǫ, δf,n ≤ c3ǫ.On les montre au rang n = n + 1. En remplaçant haque terme de (12.10)-(12.11)-(12.12) parles inégalités du dessus, on montre la relation du lemme pour tous les n > 0 et pour tous les stades

k = e, l, f . �On s'intéresse à présent ave le théorème suivant à l'existene de solutions pour le problème
[P7]∆Théorème 20 Le problème [P7]∆ admet au moins une solution.Preuve : Soit d la borne inférieure de la fontion oût J∆(v∆). Cette borne est telle que

0 ≤ d < +∞,par exemple J∆(0) = µ∆t
∑Nt

n=0

[

∆a
∑Na

i=1 u
l,n
i

]2
< +∞. Soit {vk

∆}, où k est un entier non nul,une suite minimisante appartenant à l'espae K∆ telle que
d+

1

k
≥ J∆(vk

∆) > d.La valeur de la fontion oût au point vk
∆ est donnée par

J∆(vk
∆) = η∆t

Nt
∑

n=0

(vn)k,2 + µ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i (vk

∆)

]2

.où ul,n
i (vk

∆) est la solution du shéma (12.7)-(12.8) pour v∆ égal à vk
∆ pour tous i allant de 1 à

Na et pour tous n allant de 0 à Nt. La suite {vk
∆}k est bornée. D'après le théorème de B.W, onpeut en extraire une sous suite, notée {vkn

∆ }kn
qui onverge vers v∗∆ dans l'espae K∆. On déduitalors que

J∆(vk
∆) = η∆t

Nt
∑

n=0

(vn)k,2 + µ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i (vk

∆)

]2

= η∆t
Nt
∑

n=0

(vn)k,2 + µ∆t
Nt
∑

n=0

[

∆a
Na
∑

i=1

(ul,n
i (vk

∆)− ul,n
i (v∗∆))

]2

+

[

∆a
Na
∑

i=1

u
l,n
i (v∗∆)

]2A l'aide du lemme 18 on a,
J∆(vk

∆) −−−−→
k→+∞

η∆t

Nt
∑

n=0

(vn)∗,2 + µ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i (v∗∆)

]2

= J∆(v∗∆) = d. �
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198 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.La solution du problème [P∆]7 est obtenue en résolvant le Lagrangien. Soient pk
∆ pour k =

e, l, f les variables de Lagrange. Elles sont égales sur le volume de ontr�le Ci × [tn × tn+1[ àrespetivement pe,n
i , pl,n

i , et pf,n
i , pour tous i allant de 1 à Na et pour tous n allant de 0 à Nt.La fontion Lagrangienne est dé�nit au point S 'est à dire (v∆, u

e
∆, u

l
∆, u

f
∆, p

e
∆, p

l
∆, p

f
∆) par

L∆(S) = J∆(v∆) +

Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
e,n
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i + ∆tme

i

)

+
Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
l,n
i

(

u
l,n+1
i −

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i + ∆tml

i

)

+

Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
f,n
i

(

u
f,n+1
i −

u
f,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

f,n
i−1

1 + ∆tmf
i

)La dérivée du Lagrangien par rapport à la densité ue,n0
i0

donne à l'optimum S le système
p

e,n0−1
i0

= p
e,n0
i0

(1− ∆t
∆a)

1 + ∆tβe
i0

+ ∆tme
i0

+
∆t

∆a

p
e,n0
i0+1

1 + ∆tβe
i0+1 + ∆tme

i0+1

, i0 = 1,Na, n0 = Nt, 1On suppose que le veteur pe,Nt

i à l'instant Nt est égal à fi, pour tous allant de 1 à Na. Lafontion pe
∆ ne dépend pas du ontr�le v∆ et on peut montrer que, sous la ondition de CFL, eveteur est uniformément borné (voir preuve lemme 10).La dérivée du Lagrangien par rapport au ontr�le vn0 est

∂L∆

∂vn0
(S) = 2η∆tvn0 +

p
e,n0
1

1 + ∆tβe
1 + ∆tme

1

, n0 = 0,Nt. (12.13)Son alul néessite de onnaître la fontion duale assoiée au stade oeuf sur la maille C1 pourhaque instant n0. Le alul du gradient ne néessite pas le alul des autres dérivées. A l'opti-mum, le système (12.13) admet une unique solution.12.2.1 Résultats numériques.On résout le problème disret [P7] ave la méthode de desente de Quasi-Newton (QN) dériteau hapitre 6. L'âge maximal est �xé à 10 et les pas de disrétisation à 0, 1. Ces valeurs ont étéhoisies de telles sorte que les aluls soient rapides. On initialise la population d'Eudémis aveune ohorte de 100 femelles d'âge 1 jour. Les taux d'élosion, d'émergene et de ponte sont égauxà des lois normales gaussiennes d'espérane 7.5, et d'éart type 0.35. Le nombre d'oeufs pondusen moyenne par une femelle est de 12 oeufs.Estimation du ontr�le v sur 1 et 2 générations d'Eudémis.Pour une génération d'Eudémis, la solution obtenue par l'algorithme de minimisation pour leproblème [P7] est dessinée en vert sur le graphe (b) de la �gure 12.1.
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12.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 199(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 12.1: (a) : Dynamiques temporelles des populations oeuf et larvaire (ourbe verte).La ourbe noire est la dynamique des oeufs obtenue sans ontr�le des pontes alors que laourbe bleue est obtenue ave le ontr�le v estimé par QN. (b) : Nombre d'oeufs ponduspar 100 femelles, dont la féondité est de 12 oeufs, et vivants en fontion du temps. Laourbe noire est obtenue sans ontr�le des pontes alors que la ourbe bleue est obtenueave le ontr�le v estimé par QN. La ourbe verte est le ontr�le v estimé par QN.Le nombre de larves restantes ave e ontr�le v des pontes est de 91 henilles 'est à dire que lapopulation larvaire a réduit de 87%. Pour obtenir ette baisse du nombre de larves, le produit estappliqué ontinuellement dans le temps pendant la ponte des femelles. Le positionnement dansle temps de e ontr�le débute juste après la naissane des premiers oeufs et se termine avant lanaissane des derniers oeufs. La quantité de produit utilisée diminue au ours du temps.La ourbe verte du graphe (b) de la �gure 12.2 est la solution du problème d'estimation [P7]pour 2 générations d'Eudémis. La féondité des femelles a été �xée à 6 oeufs pour et exemple.La population larvaire des 2 générations a réduit de 84% ave e ontr�le des pontes. Pour ela,le produit est appliqué pendant la ponte des femelles pour haque génération ave une quantitéde produit utilisé plus importante en première génération qu'en deuxième.Dans es deux exemples, on a supposé que le produit utilisé au moment de la ponte des femellesest à 100 % e�ae dès son appliation. On étudie numériquement dans le prohain paragraphele ontr�le des pontes à partir d'un produit qui perd en e�aité au ours du temps.Estimation du ontr�le v ave temps d'e�aité du produit.On ajoute une hypothèse onernant la durée d'e�aité du ontr�le au ours du temps. Lesproduits phytosanitaires sont atifs sur plusieurs semaines mais sous l'e�et de perturbationslimatiques omme la pluie, ou le vent, l'e�aité de es produits diminue au ours du temps.On propose d'ajouter au problème [P7] une équation modélisant le temps d'e�aité du produit
v
′

(t) = −rv(t) + w(t), (12.14)où r est le taux de dégradation du produit et w représente la quantité de produit à ajouter auours du temps pour réduire la population larvaire. Le problème d'estimation onsiste alors àdéterminer la quantité de produit w en fontion du temps.
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200 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 12.2: (a) : Dynamiques temporelles des populations oeuf et larvaire (ourbe verte).La ourbe noire est la dynamique des oeufs obtenue sans ontr�le des pontes alors que laourbe bleue est obtenue ave le ontr�le v estimé par QN. (b) : Ponte de 100 femellesdont la féondité est de 6 oeufs en fontion du temps. La ourbe noire est obtenue sansontr�le des pontes alors que la ourbe bleue est obtenue ave le ontr�le v estimé parQN. La ourbe verte est le ontr�le v estimé par QN.On �xe la onstante r telle que le produit soit e�ae pendant une génération d'Eudémis. Lasolution au problème d'optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la �gure 12.3. Laourbe bleue de e graphe orrespond au ontr�le v des pontes pour ette solution et aluléave l'équation (12.14). En ajoutant ontinuellement du produit dès l'émergene des femelles etjusqu'à la naissane des premier oeufs, la ponte des oeufs est totalement ontr�lée.
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12.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 201
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Temps (jours)Fig. 12.3: (a) : Ponte de 100 femelles dont la féondité est de 12 oeufs en fontiondu temps. La ourbe noire est obtenue sans ontr�le des pontes. La ourbe verte estle ontr�le v estimé par QN. (b) : Contr�le des pontes estimé par QN en fontion dutemps. La ourbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la ourbe bleue est ladurée d'ation du ontr�le v.
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202 Contr�le des populations Eudémis à partir des pontes.
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Chapitre 13Contr�le des populations Eudémis àpartir des oeufs.On s'intéresse dans e hapitre au ontr�le des populations d'Eudémis à partir de produitsphytosanitaires destinés à tuer diretement les henilles. Les larviides et la toxine BT sontpréonisés pour être appliqués au moment du stade "tête noire" du développement de l'oeuf.Le stade "tête noir" est modélisé dans la première équation du système (11.1). Le problèmed'estimation du ontr�le v sur les populations larvaires à partir de es produits est donné par
[P8] =































































































Minv∈K

[

η
∫ T
0 v2(t)dt + µ

∫ T
0 (
∫ Ll

0 ul(t, a)da)2dt
]

,où la densité de larves ul est donnée par


















































∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a)− v(t)ue(t, a)−me(a)ue(t, a), a ∈ [0, Le]
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a)−ml(a)ul(t, a), a ∈ [0, Ll]
∂uf

∂t (t, a) + ∂uf

∂a (t, a) = −mf (a)uf (t, a), a ∈ [0, Lf ]

uk(0, a) = uk
0(a), a ∈]0, L], k = e, l, f

ue(t, 0) =
∫ Lf

0 βf (a)uf (t, a)da,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(a)ue(t, a)da,

uf (t, 0) =
∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da,Dans e problème, le ontr�le apparaît dans l'équation des oeufs. Le terme v(t)ue(t, a) est lenombre d'oeufs d'âge a tués par le produit à l'instant t. L'e�aité du produit est la mêmequelque soit l'âge des oeufs.Le domaine K est l'ensemble des solutions admissibles et est donné par
K = {g(t) ∈ L∞([0, T ]), 0 ≤ g ≤ ḡ},où T est hoisit grand. On note la fontion oût J (v).Théorème 21 Le problème [P8] admet au moins un optimum.Preuve : La démonstration de e théorème est similaire à la preuve du théorème (18).
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204 Contr�le des populations Eudémis à partir des oeufs.13.1 Résolution du problème de ontr�le.On résout le problème d'optimisation [P8] en étudiant la fontion Lagrangienne. On formuleette fontion en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les onditions aux limites de(12.1) dans la fontion oût via l'utilisation de multipliateurs de Lagrange. Soient p et h lesvariables de Lagrange. Le premier veteur p est égal à (pe, pl, pf ) et le seond veteur est égal à(he, hl, hf ). On note S le veteur (v, p, h), le Lagrangien s'érit en e point
L(S) = J (v) +

∫ T

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue +me(a)ue] pe(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul +ml(a)ul
]

pl(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Lf

0

[

∂tu
f + ∂au

f +mf (a)uf
]

pf (t, a)dadt

+

∫ T

0

[

ue(t, 0) + v(t)−

∫ Lf

0
βf (s)uf (t, s)ds

]

he(t)dt

+

∫ T

0

[

ul(t, 0) −

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

hl(t)dt

+

∫ T

0

[

uf (t, 0) −

∫ Ll

0
βl(s)ul(t, s)ds

]

hf (t)dtLe veteur S∗ est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fontion Lagrangienneest nul à l'optimum.La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p à l'optimum S∗ donne le problème d'évo-lution (12.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les onditions derenouvellement de haque densité uk, pour k égal à e, l, f . Le problème adjoint pour e problème
[P ]8 est































































−∂tp
e − ∂ap

e + βepe +mepe + v(t)pe = pl(t, 0)βe(a), a ∈ [0, Le],

−∂tp
l(t, a) − ∂ap

l(t, a) + βl(a)pl(t, a) +ml(a)pl(t, a) = βl(a)pf (t, 0)

−2ηul(t, a), a ∈ [0, Ll],

−∂tp
f − ∂ap

f +mf (a)pf (t, a) = βf (a)pe(t, 0)da, a ∈ [0, Lf ],

pe(T, a) = 0, a ∈ [0, Le],

pl(T, a) = 0, a ∈ [0, Ll],

pf (T, a) = 0, a ∈ [0, Lf ],

pe(t, Le) = pl(t, Ll) = pf (t, Lf ) = 0.

(13.1)
Sous les hypothèses (H 13)- (H 14)- (H 15), e système admet une unique solution. On le montreen appliquant la théorie détaillée dans la preuve du théorème 19 du hapitre préédent.La solution au problème [P ]8 est donnée par la relation

2ηv∗(t) = −

∫ Le

0
ue
∗(t, a)p

e
∗(t, a)daoù pe

∗(t, a) est la solution du problème adjoint (13.1) et est donnée par
pe
∗(t, a) =

{

∫ T
t βe(a)pl

∗(s, 0)e
−

R s

t
(βe(τ)+me(τ)+v(τ))dτ ds, a > t,

∫ Le

a βe(s)pl
∗(t, 0)e

−
R s

a
(βe(τ)+me(τ)+v(τ))dτ ds, a ≤ t,
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13.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 205où t est dans l'intervalle [0, T ]. Cette fontion dépend du ontr�le v et des deux autres variablesLagrangiennes qui sont égales à
pl
∗(t, a) =







∫ T
t

[

βl(a)pf
∗ (s, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(s, x)dx
]

e−
R s

t
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a > t,

∫ Ll

a

[

βl(s)pf
∗(t, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(t, x)dx
]

e−
R s

a
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a ≤ t,

pf
∗(t, a) =

{

∫ T
t βf (a)pe

∗(s, 0)e
−

R s

t
mf (τ)dτds, a > t,

∫ Lf

a βf (s)pe
∗(t, 0)e

−
R s

a
mf (τ)dτds, a ≤ t,pour tous t dans l'intervalle [0, T ]. La densité oeuf est obtenue en résolvant le problème d'évolutionde [P8] par la méthode des aratéristiques, soit

ue(t, a) =

{

ue
0(a− t)e

−
R a

a−t
(βe(s)+me(s)+v(s))ds, t > a

ue(t− a, 0)e−
R a

0 (βe(s)+me(s)+v(s))ds, a ≤ t.et t est donné dans [0, T ].13.2 Étude numérique du problème de ontr�le.Dans e paragraphe, on herhe une solution numérique au problème de ontr�le [P8]. Apartir du maillage donné dans le hapitre préédent, on dé�nit le problème disret assoié à [P ]8.On approhe les équations hyperboliques par un shéma VF
u

e,n+1
i =

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i + ∆tme

i + ∆tvn+1
, (13.2)

u
l,n+1
i =

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i + ∆tml

i

, (13.3)(13.4)
u

f,n+1
i =

u
f,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

f,n
i−1

1 + ∆tmf
i

,pour i allant de 1 à Na et pour n allant de 0 à Nt− 1. Les onditions aux limites sont donnéespar
u

e,n
0 = ∆a

∑Na
i=1 β

f
i u

f,n
i ,

u
l,n
0 = ∆a

∑Na
i=1 β

e
i u

e,n
i , (13.5)

u
f,n
0 = ∆a

∑Na
i=1 β

l
iu

l,n
i ,pour tous n allant de 0 à Nt.. La donnée initiale est approhée pour haque stade par

u
k,0
i =

1

∆a

∫

Ci

uk
0(a)da, , i = 1,Na, k = e, l, f (13.6)La fontion oût s'érit sur e maillage

Minv∆



J∆(v∆) = η∆t

Nt
∑

n=0

(vn)2 + µ∆t

Nt
∑

n=0

[

∆a

Na
∑

i=1

u
l,n
i

]2
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206 Contr�le des populations Eudémis à partir des oeufs.où ul,n
i pour i = 1, Na et n > 0 est alulé par le shéma VF. On note uk

∆ la fontion égale à ul,n
ilorsque a ∈ Ci et t ∈ [tn, tn+1[ pour tous les âges i = 1,Na et n > 0. Le ontrole est un veteurde taille Nt + 1 que l'on note v∆. On herhe alors le veteur v∆ dans l'espae des solutions

K∆ = {v(t) = vn, t ∈ [tn, tn+1[, 0 ≤ vn ≤ v̄, n = 0,Nt}qui est l'approximation de l'espae des fontions K. La solution doit satisfaire le problème deminimisation suivant :
[P8]∆











J∆(v∆) = Ming∆∈K∆
J∆(g∆)où ul,n est donnée par (13.3)-(13.5)-(13.6)A la di�érene du problème préédent [P∆]7, le ontr�le apparaît dans les équations d'état dustade oeuf. Malgré ette divergene, le résultat suivant reste vraiThéorème 22 Le problème [P∆]8 admet au moins une solution .Preuve : La démonstration est développée dans la preuve du théorème 20 du hapitre préédentsur l'étude numérique du problème de ontr�le optimal des populations Eudémis à partir dela ponte. Pour onlure on a besoin de montrer que la densité ul

∆ est ontinue par rapport auontr�le v∆. Ce résultat est donné par le lemme suivantLemme 19 Il existe une onstante C positive telle que
supk‖ũ

k,n
∆ − uk,n

∆ ‖l1 ≤ C‖ṽ∆ − v∆‖∞, n > 0, k = e, l, foù ‖.‖l1 est la norme disrète de l'espae l1([0, L]) et ‖.‖∞ est la norme disrète de l'espae
l∞([0, T ]).Les fontions ũk

∆ et uk
∆ sont les solutions aux équations d'état orrespondantes au stade k averespetivement ṽ∆ et v∆ hoisies dans K∆.Preuve du lemme : Soit ǫ = ‖v∆ − ṽ∆‖∞ et soit Nt arbitrairement �xé. On onsidère leséquations shéma (13.3) sous la forme

u
e,n+1
i = u

e,n
i (1−

∆t

∆a
) +

∆t

∆a
u

e,n
i−1 −∆tβe

i u
e,n+1
i −∆tme

iu
e,n+1
i −∆tvn+1u

e,n+1
i ,pour le stade oeuf mais aussi larve et femelle. On fait la di�érene en valeur absolue de ũe,n+1

iet ue,n+1
i puis on somme sur les mailles i = 1,Na. En admettant que la CFL est satisfaite(∆t

∆a ∈ [0, 1]) et en notant ξe,n
i = ũ

e,n
i − ue,n

i on a
Na
∑

i=1

|ξe,n+1
i | ≤ (1−

∆t

∆a
)

Na
∑

i=1

|ξe,n
i |+

∆t

∆a

Na
∑

i=1

|ξe,n
i−1|

+ ∆t(βe
∞ +me

∞ + ‖ṽ∆‖∞)

Na
∑

i=1

|ξe,n+1
i |+ ∆tMNaǫoù

βe
∞ = sup

1≤i≤Na

|βe
i |, me

∞ = sup
1≤i≤Na

|me
i |,
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13.2 Étude numérique du problème de ontr�le. 207et M la borne supérieure uniforme de la densité oeuf sur toutes les mailles i et les instants n.On additionne les deux premiers termes à droite de l'inégalité pour avoir
‖ξe,n+1‖1 ≤ ‖ξ

e,n‖1 +
∆t

∆a
|ξe,n

0 |+ ∆t(βe
∞ +me

∞ + ‖ṽ∆‖∞)‖ξe,n+1‖1 + ∆tMNaǫPar dé�nition,
|ξe,n

0 | ≤ ∆aβe
∞‖ξ

f,n‖1où βf
∞ = sup1≤i≤Na |β

f
i |. On s'a�ranhit de l'indie k = e, l, f en posant ξn = maxkξ

k,n, maisaussi
β∞ = max

k
βk
∞, m∞ = max

k
mk

∞,on a alors
‖ξn+1‖1 ≤ ‖ξ

n‖1 + ∆tβ∞‖ξ
n‖1 + ∆t(β∞ +m∞ + ‖ṽ∆‖∞)‖ξn+1‖1 +MLǫsoit

‖ξn+1‖1 ≤
‖ξn‖1(1 + ∆tβ∞) +MLǫ

(1−∆t(β∞ +m∞ + ‖ṽ∆‖∞))Par réurrene, et en préisant que ξ0 = 0, on obtient le résultat voulu. �La solution de e problème [P8]∆ est obtenue en résolvant le Lagrangien. Soient pk
∆ pour k =

e, l, f les variables de Lagrange. Elles sont égales sur le volume de ontr�le Ci × [tn × tn+1[ àrespetivement pe,n
i , pl,n

i , et pf,n
i , pour tous i = 1,Na et n = 1,Nt + 1. La fontion Lagrangienneest dé�nit au point S 'est à dire (v∆, u

e
∆, u

l
∆, u

f
∆, p

e
∆, p

l
∆, p

f
∆) par

L∆(S) = J∆(v∆) +

Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
e,n
i

(

u
e,n+1
i −

u
e,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n
i−1

1 + ∆tβe
i + ∆tme

i + ∆tvn+1

)

+
Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
l,n
i

(

u
l,n+1
i −

u
l,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

l,n
i−1

1 + ∆tβl
i + ∆tml

i

)

+

Nt
∑

n=0

Na
∑

i=1

p
f,n
i

(

u
f,n+1
i −

u
f,n
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

f,n
i−1

1 + ∆tmf
i

)La dérivée du Lagrangien par rapport à la densité ue,n0
i0

donne à l'optimum S le système
p

e,n0−1
i0

=
p

e,n0

i0
(1− ∆t

∆a)

1 + ∆tβe
i0

+ ∆tme
i0

+ ∆tvn0+1
+

∆t

∆a

p
e,n0

i0+1

1 + ∆tβe
i0+1 + ∆tme

i0+1 + ∆tvn0+1
(13.7)pour i0 allant de 1 à Na et pour tous n0 allant de Nt à 1. On l'initialise ave pe,Nt+1

i = fi,pour i = 1, Na. La matrie {pe,n
i } pour i = 1,Na et n > 0 intervient dans la alul du ontr�le

vn via une méthode de desente. Celle-i onverge vers l'optimum à ondition que la variableLagrangienne assoiée au stade véri�e la propriété suivanteLemme 20 Il existe une onstante positive λ tel que
sup

1≤i≤Na

|pe,n+1
i − p̃e,n+1

i | ≤ λ‖v∆ − ṽ∆‖∞, n ≥ 0où v∆ et ṽ∆ sont dans K∆.
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208 Contr�le des populations Eudémis à partir des oeufs.Preuve : On applique la preuve faite pour le lemme (7) du hapitre 5 ave β∆ = v∆.La dérivée par rapport au ontr�le vn0 est
∂L

∂vn0
(S) = 2η∆tvn0 + ∆t

Na
∑

i=1

p
e,n0−1
i

u
e,n0−1
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n0−1
i−1

(1 + ∆tβe
i0

+ ∆tme
i0

+ ∆tvn0)2
,pour n0 = 0, Nt. A l'optimum S, le ontr�le est donné par

2η∆tvn0 −∆t

Na
∑

i=1

p
e,n0−1
i

u
e,n0−1
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n0−1
i−1

(1 + ∆tβe
i0

+ ∆tme
i0

+ ∆tvn0)2
,où pe,n

i pour i = 1, Na et n = 1, Nt est alulé par la formule (13.7) alors que ue,n
i est égale à

u
e,n
i =

u
e,n−1
i (1− ∆t

∆a) + ∆t
∆au

e,n−1
i−1

1 + ∆tβe
i + ∆tme

i + ∆tvnpour i = 1, Na et n = 0, Nt. Ces expressions dépendent toutes les deux du ontr�le vn, n > 0.13.3 Résultats numériques.On programme le alul de la solution du problème [P8] selon la méthode dérite dans lapartie 6.L'âge maximal est �xé à 10 et les pas de disrétisation à 0.1. On initialise la population d'Eudémisave une ohorte de 100 femelles. Le taux d'élosion, elui d'émergene et de ponte sont égauxà des lois normales gaussiennes d'espérane 7.5, et d'éart type 0.35. Le nombre d'oeufs pondusen moyenne par une femelle est de 12 oeufs.Estimation du ontr�le sur 1 génération d'Eudémis.Pour une génération d'Eudémis, la solution obtenue par l'algorithme de minimisation pour leproblème [P8] est dessinée sur le graphe (b) de la �gure 13.1.te
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13.3 Résultats numériques. 209(a) (b)
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Temps (jours)Fig. 13.1: (a) : Dynamiques temporelles de la population oeuf. La ourbe noire est ladynamique des oeufs obtenue sans ontr�le des oeufs alors que la ourbe bleue est obtenueave le ontr�le v estimé par QN. (b) : Contr�le v des oeufs estimé par QN en fontiondu temps.Le nombre de larves diminue au ours du temps ave e ontr�le des oeufs jusqu'à atteindre lavaleur nulle. Le produit est appliqué ontinuellement pendant toute la période du développementde la population oeuf, 'est à dire dès la naissane des premiers oeufs et jusqu'à l'élosion desderniers oeufs. La quantité de produit utilisée pour e ontr�le des oeufs est onstante sur ettepériode.Estimation du ontr�le v en modélisant le temps d'e�aité du produit.On ajoute une hypothèse onernant la durée d'e�aité du ontr�le au ours du temps. Lesproduits phytosanitaires sont atifs sur plusieurs semaines mais sous l'e�et de perturbationslimatiques omme la pluie, ou le vent, l'e�aité de es produits diminue au ours du temps.On propose d'ajouter au problème [P7] une équation modélisant le temps d'e�aité du produit
v
′

(t) = −rv(t) + w(t), (13.8)où r est le taux de déroissane d'e�aité du produit et w représente la quantité de produit àajouter au ours du temps pour réduire la population larvaire. Le problème de ontr�le onsistealors à déterminer la quantité de produit w en fontion du temps.
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210 Contr�le des populations Eudémis à partir des oeufs.On �xe la onstante r telle que le produit soit e�ae pendant une génération d'Eudémis. Lasolution au problème d'optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la �gure 13.2. Laourbe bleue de e graphe orrespond au ontr�le v des oeufs pour ette solution et alulé avel'équation (13.8). (a) (b)
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Temps (jours)Fig. 13.2: (a) : Dynamiques temporelles de la population oeuf. La ourbe noire est ladynamique des oeufs obtenue sans ontr�le des oeufs alors que la ourbe bleue est obtenueave le ontr�le v estimé par QN. (b) : Contr�le v des oeufs estimé par QN en fontiondu temps. La ourbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la ourbe bleue estla durée d'ation du ontr�le v.En ajoutant ontinuellement une quantité de produit dès l'émergene des femelles et jusqu'àl'élosion des derniers oeufs, le nombre d'oeufs vivants diminue au ours du temps ave e ontr�le
v jusqu'à atteindre la valeur nulle. La quantité de produit utilisée augmente progressivementjusqu'à la naissane des premiers oeufs puis déroît.te

l-0
04

05
68

6,
 v

er
si

on
 1

 - 
20

 J
ul

 2
00

9



Chapitre 14Contr�le des populations Eudémis àpartir des aouplements.Dans e dernier paragraphe, on s'intéresse au ontr�le des populations Eudémis ave la onfu-sion sexuelle. Cette méthode a pour but de baisser le taux de féondité des femelles en perturbantl'aouplement de elles-i ave les mâles. Par onséquent, les femelles non aouplées ne pro-duisent pas d'oeufs et la population totale en oeufs diminue. Le nombre d'oeufs pondus à haqueinstant par les femelles est modélisé par la troisième équation du système (11.2). Ce nombred'oeufs est modi�é lorsque les papillons sont sous onfusion sexuelle et est égal à
ue(t, 0) =

∫ Lf

0
(βf (a)− v(t))uf (t, a)da, t > 0Ainsi le nombre total d'oeufs pondus par l'ensemble des femelles à l'instant t est retranhé parune quantité qui est proportionnelle à la taille de la population femelle. Cette quantité varie enfontion du temps.14.1 Formulation et résolution du problème de ontr�le.Le problème d'estimation du ontr�le v des populations larvaires à partir de la onfusionsexuelle est

[P9] =



















































































































Minv∈K

[

η
∫ T
0 v2(t)dt + µ

∫ T
0 (
∫ Ll

0 ul(t, a)da)2dt
]

,où ul est solution du système










∂ue

∂t (t, a) + ∂ue

∂a (t, a) = −βe(a)ue(t, a)−me(a)ue(t, a), a ∈ [0, Le],
∂ul

∂t (t, a) + ∂ul

∂a (t, a) = −βl(a)ul(t, a)−ml(a)ul(t, a), a ∈ [0, Ll],
∂uf

∂t (t, a) + ∂uf

∂a (t, a) = −mf (a)uf (t, a), a ∈ [0, Lf ],















ue(t, 0) =
∫ Lf

0 (βf (a)− v(t))uf (t, a)da,

ul(t, 0) =
∫ Le

0 βe(a)ue(t, a)da,

uf (t, 0) =
∫ Ll

0 βl(a)ul(t, a)da,

uk(0, a) = uk
0(a), a ∈ [0, Lk], k = e, l, f,

(14.1)

te
l-0

04
05

68
6,

 v
er

si
on

 1
 - 

20
 J

ul
 2

00
9



212 Contr�le des populations Eudémis à partir des aouplements.où η et µ sont des onstantes inférieures ou égales à 1. Le domaine K est l'ensemble des solutionsadmissibles et est donné par
K = {g(t) ∈ L∞([0, T ]), 0 ≤ g ≤ ḡ}.On note la fontion oût J (v). D'un point de vue mathématique, e problème est très prohe de

[P7] donné au premier paragraphe. Les propriétés mathématiques sont les même, à savoirThéorème 23 Le problème [P9] admet au moins un optimum.Preuve : La preuve de e théorème est identique à la preuve du théorème (18).On résout le problème d'optimisation [P9] en étudiant la fontion Lagrangienne. On formule ettefontion en ajoutant les équations aux dérivées partielles et les onditions aux limites de (14.1)dans la fontion oût via l'utilisation de multipliateurs de Lagrange. Soient p et h les variablesde Lagrange. Le premier veteur p est égal à (pe, pl, pf ) et le seond veteur est égal à (he, hl,
hf ). On note S le veteur (v, p, h), le Lagrangien s'érit en e point

L(S) = J (v) +

∫ T

0

∫ Le

0
[∂tu

e + ∂au
e + βe(a)ue +me(a)ue] pe(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Ll

0

[

∂tu
l + ∂au

l + βl(a)ul +ml(a)ul
]

pl(t, a)dadt

+

∫ T

0

∫ Lf

0

[

∂tu
f + ∂au

f +mf (a)uf
]

pf (t, a)dadt

+

∫ T

0

[

ue(t, 0) −

∫ Lf

0
(βf (s)− v(t))uf (t, s)ds

]

he(t)dt

+

∫ T

0

[

ul(t, 0) −

∫ Le

0
βe(s)ue(t, s)ds

]

hl(t)dt

+

∫ T

0

[

uf (t, 0) −

∫ Ll

0
βl(s)ul(t, s)ds

]

hf (t)dtLe veteur S∗ est un optimum de L si et seulement si le gradient de la fontion Lagrangienneest nul à l'optimum.La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables p à l'optimum S∗ donne le problème d'évo-lution (14.1). La dérivée du Lagrangien par rapport aux variables h donnent les onditions derenouvellement de haque densité uk, pour k égal à e, l, f . Le problème adjoint s'obtient endérivant le Lagrangien au point S∗ par rapport aux densités ue, ul et uf et s'érit






























































− ∂
∂tp

e(t, a)− ∂
∂ap

e(t, a) + βe(a)pe(t, a) +me(a)pe(t, a) = pl(t, 0)βe(a) a ∈ [0, Le],

−∂tp
l(t, a) − ∂ap

l(t, a) + βl(a)pl(t, a) +ml(a)pl(t, a) = βl(a)pf (t, 0)

−2µ
∫ L
0 ul(t, a)da a ∈ [0, Ll],

−∂tp
f − ∂ap

f +mf (a)pf (t, a) = (βf (a)− v(t))pe(t, 0) a ∈ [0, Lf ],

pe(T, a) = 0 a ∈ [0, Le],

pl(T, a) = 0 a ∈ [0, Ll],

pf (T, a) = 0 a ∈ [0, Lf ],

pe(t, Le) = pl(t, Ll) = pf (t, Lf ) = 0.

(14.2)
Chaque équation admet une solution expliite. A ause du terme plaé à droite de l'égalité dansles trois équations, es solutions sont dépendantes les unes des autres.
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14.2 Résultats numériques. 213Théorème 24 Sous les hypothèses (H 13)- (H 14)- (H 15), et ∫ Ll

0 ul(t, a)da ≥ 0, le système(14.2) admet une unique solution (pe, pl, pf )où haque fontion pk est dans l'espae L2([0, T ] ×
[0, Lk]) pour k égal à e, l, f .Preuve : On applique la démonstration faite pour le théorème (19).L'optimum de la fontion oût est donnée par la relation

2ηv∗(t) = −pe
∗(t, 0)

∫ Lf

0
uf
∗ (t, a)daoù pe

∗(t, 0) dépend des fontions pl
∗(t, 0) et pf

∗(t, 0). Ces fontions sont obtenues en résolvant lesystème (12.5) par la méthode des aratéristiques et sont données par
pe
∗(t, a) =

{

∫ T
t βe(a)pl

∗(s, 0)e
−

R s

t
(βe(τ)+me(τ))dτds, a > t,

∫ Le

a βe(s)pl
∗(t, 0)e

−
R s

a
(βe(τ)+me(τ))dτds, a ≤ t,

pl
∗(t, a) =







∫ T
t

[

βl(a)pf
∗ (s, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(s, x)dx
]

e−
R s

t
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a > t,

∫ Ll

a

[

βl(s)pf
∗(t, 0) − 2µ

∫ Ll

0 ul(t, x)dx
]

e−
R s

a
(βl(τ)+ml(τ))dτds, a ≤ t,

pf
∗(t, a) =

{

∫ T
t (βf (a)− v(s))pe

∗(s, 0)e
−

R s

t
mf (τ)dτds, a > t,

∫ Lf

a (βf (s)− v(t))pe
∗(t, 0)e

−
R s

a
mf (τ)dτds, a ≤ t,pour tous t dans l'intervalle [0, T ]. Ces fontions ne dépendent pas du ontr�le v. La densitéfemelles est obtenue en résolvant le problème d'évolution de [P9] par la méthode des aratéris-tiques, soit

uf
∗(t, a) =

{

u
f
0(a− t)e−

R a

a−t
mf (s)ds, t > a

u
f
∗(t− a, 0)e

−
R a

0 mf (s)ds, a ≤ t.et t est donné dans [0, T ].14.2 Résultats numériques.On résout e problème numériquement en utilisant une méthode de desente, en partiulierelle de Quasi-Newton. La méthode est dérite dans le hapitre 6 de ette thèse.L'âge maximal est �xé à 10 et les pas de disrétisation à 0, 1. On initialise la population d'Eudémisave une ohorte de 100 femelles d'âge 1 jour. Le taux d'élosion et de ponte sont égaux à deslois normales gaussiennes d'espérane 3, 5, et d'éart type 0, 35. Alors que le taux d'émergeneest égal à une loi normale de même éart type mais d'espérane 7, 5. Le nombre d'oeufs pondusen moyenne par une femelle est de 12 oeufs.
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214 Contr�le des populations Eudémis à partir des aouplements.Estimation du ontr�le v sur 1 génération d'Eudémis.Pour une génération d'Eudémis, la solution obtenue par l'algorithme de minimisation pour le pro-blème [P9] est dessinée en vert sur le graphe (b) de la �gure 14.1. Ce ontr�le des aouplements
v est optimal ar les femelles ont pondus auun oeuf. Le produit est appliqué ontinuellementdans le temps pendant la ponte des femelles.(a) (b)
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Fig. 14.1: (a) : Contr�le v des aouplements estimé par QN en fontion du temps. (b) :Nombre d'oeufs pondus par 100 femelles, dont la féondité est de 12 oeufs, et vivantsen fontion du temps. La ourbe noire est obtenue sans ontr�le des aouplements. Laourbe verte est le ontr�le v estimé par QN. Le nombre d'oeufs vivants est nul ave eontr�le.Estimation du ontr�le v en modélisant le temps d'e�aité du produit.On ajoute une hypothèse onernant la durée d'e�aité du ontr�le au ours du temps. Lesproduits phytosanitaires sont atifs sur plusieurs semaines mais sous l'e�et de perturbationslimatiques omme la pluie, ou le vent, l'e�aité de es produits diminue au ours du temps.On propose d'ajouter au problème [P7] une équation modélisant le temps d'e�aité du produit
v
′

(t) = −rv(t) + w(t), (14.3)où r est le taux de déroissane d'e�aité du produit et w représente la quantité de produit àajouter au ours du temps pour réduire la population larvaire. Le problème de ontr�le onsistealors à déterminer la quantité de produit w en fontion du temps.
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14.2 Résultats numériques. 215On �xe la onstante r telle que le produit soit e�ae pendant une génération d'Eudémis. Lasolution au problème d'optimisation est présentée en noir sur le graphe (b) de la �gure 14.2. Laourbe bleue de e graphe orrespond au ontr�le v des aouplements pour ette solution etalulé ave l'équation (14.3). (a) (b)
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Temps (jours)Fig. 14.2: (a) : Contr�le v des aouplements estimé par QN en fontion du temps.La ourbe noire est la quantité de produit utilisée alors que la ourbe bleue est la duréed'ation du ontr�le v. (b) : Nombre d'oeufs pondus par 100 femelles, dont la féonditéest de 6 oeufs, et vivants en fontion du temps. La ourbe noire est obtenue sans ontr�ledes aouplements. La ourbe verte est le ontr�le v estimé par QN. Le nombre d'oeufsvivants est nul ave e ontr�le.Ce ontr�le est obtenu en ajoutant du produit dès l'émergene des femelles et jusqu'à la �ndu développement de la première génération d'Eudémis. Ave ette appliation du produit, lesfemelles ne pondent pas d'oeufs pendant 3 générations de l'insete.te
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216 Contr�le des populations Eudémis à partir des aouplements.
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Chapitre 15Conlusions et Perspetives
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218 Conlusions et Perspetives15.1 Conlusions.Nous avons développé un modèle mathématique pour l'étude et la ompréhension de la dy-namique de la population d'un ravageur de la vigne, l'Eudémis (L. botrana). C'est un systèmed'équations aux dérivées partielles qui dérit les variations numériques au ours du temps de lapopulation en fontion de quatre stades de développement qui sont l'oeuf, la larve, la hrysa-lide et le papillon et du sexe des individus. Ces équations qui s'apparentent au modèle de VonForster-MKendrik (1959) sont généralement utilisées pour dérire la population d'insetes enfontion de l'âge des individus. La struturation en stade de développement est modélisée habi-tuellement par les biologistes ave des équations di�érentielles, négligeant ainsi la struturationen âge néessaire pour modéliser la roissane de l'insete, en partiulier dans les stades juvéniles.Par exemple, le modèle ACTA (Baumgartner et al., 1988) modélise un proessus moyen de rois-sane identique à tous les individus d'une population Eudémis ave des équations di�érentiellesde type TDD (Manetsh, 1976).A partir de ette struturation de la population en âges et en stades, le modèle prend en ompte lesdi�érentes vitesses de développement observées dans une ohorte d'oeufs ou de henilles (hapitre1) mais aussi les di�érents omportements de ponte (hapitre 11). L'ajout de aratéristiqueséthologiques ou biologiques de ohortes d'Eudémis nous a permis d'étudier les onséquenes desvariations limatiques et environnementales sur les générations suivantes. En partiulier, on amontré qu'en fontion du omportement de ponte, la taille de la population pouvait �utuerdans le temps et la durée de la dynamique de vol des générations suivantes pouvait s'allonger dequelques jours ou rester inhangée.Notre modèle fontionne en boule fermé, 'est à dire que la solution obtenue pour un stade dedéveloppement dépend de la solution des autres équations du système. Ce modèle peut alorssimuler plusieurs générations d'Eudémis au ours d'une même année mais aussi sur plusieursannées onséutives ontrairement aux modèles EVA et ACTA. A partir d'une théorie basée surles points �xes, on a montré l'existene unique d'une solution globale pour e modèle qui peutêtre approhée numériquement par une méthode d'approximation de type Volumes �nis.Comme les préédents modèles Eudémis, la température est un des fateurs biologiques impli-qué dans le alul de la vitesse de développement de l'insete. La vitesse de développementn'est pas orrélée à la somme thermique quotidienne omme le modèle EVA, 'est à dire à lamoyenne des températures maximale et minimale, mais est exprimée en fontion de la tempé-rature moyenne journalière omme les modèles ACTA et Brière. Ainsi, le modèle prédit pourune somme thermique donnée un nombre d'insetes variable ave la température e�etive de lajournée (f. hapitre 10). La vitesse de développement dépend aussi dans e modèle de l'alimen-tation de la henille, préisément de la nature du épage. Ce fateur négligé dans les préédentsmodèles Eudémis permet d'obtenir une dynamique de ette population propre à une région viti-ole. Par exemple, pour des onditions limatiques identiques, le modèle prédit une dynamiqued'émergene d'une population d'Eudémis alimentée en riesling, épage ultivé en Alsae ou enAllemagne, en retard par rapport à une population d'insetes nourris en merlot qui est un épageutilisé dans la prodution de vin Bordelais. Un exemple de es simulations est présenté sur la�gure (15.1) où les dynamiques d'émergene sont alulées pour une population alimentée enpinot noir d'une part et d'une alimentée en hardonnay d'autre part.Le deuxième point fort de notre travil est l'estimation des paramètres du modèle à partir desdonnées expérimentales. La méthode utilisée est elle dérite dans le livre d'Anita [6℄ ou enoredans l'artile de Rundell (1993) et onsiste à minimiser une fontion de moindres arrés. Tous lesparamètres du modèle ont été déterminés pour des onditions limatiques et environnementalesspéi�ques. Ces paramètres sont des fontions exprimées par rapport à l'âge des individus et
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15.1 Conlusions. 219

Fig. 15.1: Exemples de simulations du modèle Lobesia botrana. Gauhe : Dynamiques devol d'une ohorte Eudémis soumise aux même onditions limatiques mais une alimen-tation di�érente : pinot noir pour la ourbe noire et hardonnay pour la ourbe verte.Droite : prédition supplémentaire des dynamiques de vol de la deuxième génération.sont utilisés dans le modèle pour dérire la dynamique d'élosion, la dynamique d'émergene,la dynamique de ponte ou la mortalité dans haune des sous populations (oeuf, larvaire, pa-pillon). L'originalité de e travail est que les fontions ont pu être estimées à partir de donnéesexpérimentales mesurant un nombre d'individus par unité de temps. Par exemple, les donnéesobtenues en ondition de laboratoire sur la dynamique d'élosion ont permis de déterminer lesparamètres de l'équation dérivant la dynamique des oeufs en absene de mortalité. Ces mêmesdonnées omplétées des mesures faites sur la dynamique d'émergene ont servi à déterminer lesparamètres de l'équation assoiée aux stades larvaire et hrysalide. En�n, la fontion de natalitéa quant à elle été identi�ée à partir des mesures faites sur la dynamique de ponte. Généralement,les mesures expérimentales utilisées pour l'estimation des paramètres d'un modèle mathéma-tique, omme par exemple elui de Von Forster-MKendrik, sont des distributions en âge de lapopulation à un instant donné. L'obtention de es dernières est di�ile sur ertaines populationsomme par exemple sur les oeufs ou sur les papillons. Des données expérimentales mesurant unnombre d'individus par unité de temps sont beauoup plus failes à obtenir tehniquement etsont don moins entahées d'erreurs. Seule la distribution en âge de la population larvaire peutêtre failement mesurée et on a montré que ette donnée était insu�sante pour estimer tous lesparamètres du modèle mais su�sante pour aratériser les fontions de l'équation assoiée austade larvaire. Cependant, on a aussi montré que les taux de mortalité des populations d'oeufs,larvaires et papillons sont failement déterminés ave les données mesurant l'âge de es popula-tions à un instant préis.Finalement, le modèle déterministe développé dans ette thèse a l'avantage d'être aussi généralistear les paramètres biologiques onsidérés (la température, la ressoure alimentaire, la variabilitéinter ohorte) sont mesurables expérimentalement et ommuns à d'autres insetes polyvoltins.Ce modèle dérit le développement d'une ohorte ou de plusieurs ohortes d'Eudémis observéen onditions de laboratoire permettant ainsi de mieux omprendre l'évolution dans le temps deette population en onditions naturelles. La �gure (15.2) présente des simulations du modèle quiont été établies ave des données de aptures aux pièges sexuels obtenues sur le hâteau Yquemen 2004. Les premières aptures sont utilisées pour ajuster le modèle, les aptures suivantes sontprédites et omparées aux simulations. La ourbe verte simule la dynamique d'émergene des
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220 Conlusions et Perspetivesmâles de la deuxième génération alors que la ourbe bleue est assoiée à la troisième générationd'Eudémis. Sur le graphe de gauhe, les simulations sont obtenues en absene de mortalité et enimposant une féondité de 10 oeufs en moyenne pour les femelles de la première génération et de20 oeufs pour les femelles de la seonde génération. Les féondités sont faibles pour permettre lasuperposition des ourbes sur un même graphique et augmentent au ours de la saison (hapitre1). Le modèle prédit le début de la dynamique de vol de la troisième génération beauoup plust�t que elle mesurée ave les pièges sexuels. En supposant que les pièges plaés dans les parellesde vignes sont �ables, on tente d'expliquer l'origine de ette absene d'Eudémis pendant le moisd'août. Le graphe de droite présente les simulations de le dynamique d'émergene des mâles sur3 générations en modélisant une mortalité sur les oeufs de la troisième génération 'est à direà partir de la mi-juin à la mi-juillet. Ave ette nouvelle hypothèse, le modèle prédit une duréedes dynamiques d'émergene similaire aux données de aptures, l'amplitude des ourbes pouvantêtre reti�ée en augmentant le taux de mortalité.
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Fig. 15.2: Simulations du modèle Lobesia botrana de la dynamique d'émergene desmâles. La ourbe noire orrespond aux données de aptures aux pièges sexuels obtenuesen 2004 au hâteau Yquem (données non publiées de D. Thiéry). Les ourbes verte etbleue sont respetivement les dynamiques de vol de la deuxième et troisième généra-tion prédites par le modèle. Gauhe : en absene de mortalité. Droite : ave une fortemortalité sur les oeufs de la troisième génération de mi-juin à mi-juillet.15.2 Perspetives.L'étude de la dynamique de la population d'Eudémis est réalisée dans le seul but de pouvoirontr�ler ette population. La lutte ontre ette population est menée depuis une dizaine d'an-nées en Frane de manière raisonnée aux moyens d'insetiides ou de produits dérivant de labiotehnologie. La lutte raisonnée onsiste à optimiser le nombre de traitements pendant la sai-son vitiole mais aussi la qualité et la quantité de produits utilisés. Dans la partie 4 de ettethèse, la question du ontr�le de ette population de ravageurs aux moyens d'insetiides, oude la onfusion sexuelle a été abordée. Cependant des hypothèses liées aux problèmes �naniers(oût des produits, oût du matériel), ou enore aux problèmes tehniques (date de traitement,matériel utilisé) sont à ajouter pour rendre le modèle mathématique plus réaliste. Des mesuresexpérimentales sur l'e�aité des produits omme elles obtenues par Charmillot et al. (2006)sur ertains larviides et oviides sont indispensables dans ette modélisation. Mais d'autres me-
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15.2 Perspetives. 221sures sont à réaliser pour obtenir une relation entre la quantité de produits utilisés et le nombred'insetes tués en fontion de onditions environnementales variables.Une modélisation spatiale en fontion des aratéristiques de la parelle omme par exemplel'exposition, la taille, ou l'âge mais aussi des aratéristiques liées au sol (humidité, omposition)permettrait d'identi�er, à l'éhelle de la parelle ou de la région, des zones envahies d'Eudémis.La ompaité de la grappe, l'exposition des grappes à la lumière (Zahavi et al., 2003) in�uenentle omportement de ponte de la femelle. On peut don penser que des parelles peu exposées auvent et omposées de eps vigoureux a peut être plus de hane d'être olonisées que des parellesventées ave un sol appauvri. La loalisation préise des populations de e ravageur failiteraitla gestion de elle-i et réduirait l'utilisation de produits himiques. La thèse de Tran (2004)qui modélise la dynamique d'une population d'insetes à partir de données environnementalesextraites d'images de télédétetion présente des outils et des méthodes intéressantes pour ettemodélisation spatiale. Des équations aux dérivées partielles omme elles utilisées dans ettethèse sont adaptées en ajoutant une struturation spatiale. Des données mesurant la densitéd'Eudémis au ours du temps sur plusieurs parelles d'une région vitiole sont néessaires dansl'ajustement de e modèle mathématique. Ces données peuvent orrespondre aux nombres deaptures aux pièges sexuelles et/ou alimentaires. Le déplaement des papillons en fontion desaratéristiques de la parelle peut aussi être modélisé, mais ette fois i on s'orientera vers deséquations aux dérivées partielles de type parabolique par exemple (thèse de Brière, 1998).A partir de la modélisation mathématique, des stratégies de lutte ontre l'Eudémis peuventêtre élaborées en tenant ompte de la dynamique de la population du ravageur, des onditionsenvironnementales et des di�érentes méthodes de lutte disponibles. En sorti du modèle, desdynamiques de l'insete seront alulées en fontion du traitement optimal et sans traitementa�n d'en évaluer son e�aité. Une interfae graphique, omme elle proposée par ACTA, peutêtre imaginée dans laquelle le vitiulteur dé�nit ses propres méthodes de luttes, ses moyenstehniques et ses onditions météorologiques.Le modèle développé dans ette thèse peut être un outil d'aide à la reherhe pour de nouvellesméthodes de lutte omme par exemple la lutte biologique (N.Maher, 2002). La lutte biologiqueonsiste à réduire le nombre d'Eudémis en introduisant un ennemi naturel de elui-i ommepar exemple des trihogrammes. Cette méthode a été très peu étudiée jusqu'à maintenant surEudémis, mais pourtant des études révèlent une e�aité de ette méthode ave des taux deparasitisme de 20 à 80 % sur les oeufs d'Eudémis (Remund, 1990 ; Barnay, 1999), ou de 20 à 53%sur les larves (Xuéreb et al., 2006). Le modèle mathématique développé au hapitre 13 peut êtreappliqué pour un ontr�le des oeufs ou des larves à partir de parasitoïdes. Cependant le ontr�ledoit dépendre du nombre de prédateurs présents à haque instant. Des équations aux dérivéespartielles omme elles du modèle Lobesia botrana sont adaptées pour dérire la dynamique dela population du parasitoide. Les données liées aux traits de vie sont à exploiter pour estimer lesparamètres de e modèle.De nombreux problèmes inverses restent enore non résolus. A ommener par l'estimation de lafontion de passage entre le stade hrysalide et le stade papillon du modèle pluriannuel. Cettefontion permet de dérire la dynamique d'émergene des papillons sortant de la diapause. Lesdonnées de aptures aux piéges sexuels ou alimentaires obtenues sur deux années onséutivessont néessaires pour déterminer e paramètre. Le problème d'estimation a une formulationéquivalente au problème étudié au hapitre 7, préisément au deuxième sous problème où laondition aux limites du stade larvaire orrespond aux dernières aptures avant la diapause etles aptures du printemps sont modélisées par la ondition aux limites du stade papillon.Les paramètres du modèle mathématique ont été estimés en fontion de l'âge des individus etpour des onditions limatiques spéi�ques onstantes au ours du temps. Une expression ma-
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222 Conlusions et Perspetivesthématique ontinue en âge et en température de haque paramètre est envisageable à onditiond'avoir des mesures sur la dynamique d'élosion, d'émergene et de ponte de ohortes Eudémissous d'autres onditions expérimentales. Par exemple, nos mesures sur la durée de développementau stade larvaire présentées au hapitre 10 permettent d'estimer la fontion dérivant la dyna-mique d'émergene pour des onditions thermiques �utuantes. Des expérienes similaires avedes éarts thermiques plus faibles et des températures plus haudes la nuit que le jour permet-traient de ouvrir un ensemble de onditions thermiques. L'intérêt de ette modélisation est depouvoir simuler la dynamique temporelle d'émergene dans des onditions thermiques variables.Pour ertains problèmes d'estimation traités dans ette thèse, la question de l'uniité n'a pas étééluidée. Ces problèmes se ramènent à l'étude des onditions de régularité de la solution satis-faisant l'équation de Fredholm non linéaire. Ceux sont des problèmes renontrés dans d'autresdomaines des mathématiques appliquées et qui restent sans solutions aujourd'hui.
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RésuméL'objetif de e travail de thèse est de développer un modèle mathématique pour l'étude et la ompréhen-sion de la dynamique des populations d'un insete ravageur, l'Eudémis de la vigne (Lobesia botrana Den.
& Shi�.), dans son éosystème. Le modèle proposé est un système d'équations aux dérivées partielles(EDP) de type hyperbolique qui dérit les variations numériques au ours du temps de la populationen fontion des stades de développement, du sexe des individus et des onditions environnementales. Laressoure alimentaire, la température, l'humidité et la prédation sont les prinipaux fateurs environne-mentaux du modèle expliquant les �utuations du nombre d'individus au ours du temps. Les di�érenesde développement qui existent dans une ohorte d'Eudémis sont aussi modélisées pour a�ner les prédi-tions du modèle. A partir de données expérimentales obtenues par les entomologistes de l'INRA, situéà Bordeaux, les paramètres du modèle sont estimés. Ce modèle ainsi ajusté nous permet alors d'étu-dier quelques aspets biologiques et éologiques de l'insete omme par exemple l'impat de sénarioslimatiques sur la ponte des femelles ou sur la dynamique d'attaque de la vigne par les jeunes larves.Les analyses mathématique et numérique du modèle mathématique et des problèmes d'estimation desparamètres sont développées dans ette thèse.Mots-lésDynamique des populations, population struturée en âge et en stade, EDPs, modèle hyperbolique, esti-mation des paramètres, méthode de Quasi-Newton, optimisation, ontr�le optimal.
TitleModeling and parameter estimation related to the reprodutive suess of the Europeangrapevine moth (Lobesia botrana DEN. & SCHIFF.).AbstratThe objetive of this thesis is to develop a mathematial model to study population dynamis of theEuropean grapevine moth (Lobesia botrana Den. & Shi�.) in its eosystem. The proposed model is asystem of hyperboli equations that desribe numerial variations in time of the population with respetto developmental stage, the gender and the environmental onditions. Food, temperature, humidity andpredation are the main environmental fators that the model uses to explain population �utuations intime. Growth di�erenes within an inset ohort were also modeled in order to enhane auray of modelsimulations. Experimental data obtained by entomologists from INRA (National Researh Institut ofAgronomy) were used to estimate the parameters of the model. With this ajusted model, we studied somebiologial and eologial aspets of this pest as for example the impat of di�erent limate senarios onthe egg laying or on larvae dynamis, the main ators in the depredation of grape Vine. The mathematialand the numerial analysis of this mathematial model are presented in this thesis and the parameterestimation problems are disussed.KeywordsPopulation dynamis, age and growth stage strutured population, Partial di�erential equations, hyper-boli model, parameter estimation problem, Quasi-Newton method, optimisation, optimal ontrol.DisiplinesEntomologie, Mathématiques appliquées, Informatique.
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